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PRÉFACE, 



J'ai essayé d'écrire ce petit Livre dans le but d'être 
utile aux élèves des Universités. 

Certes, il ne manque pas de beaux Traités ou Cours 
d'Analyse. En quelques points, très modestement, je 
cherche seulement à les compléter un peu, et c'est ce 
que je dois expliquer ici. 

Il me semble d'abord que les étudiants, ceux surtout 
qui travaillent seuls, n'auront jamais trop de Livres 
d'Exercices. J'indique donc la solution de problèmes, 
presque tous posés à l'examen du Certificat de Calcul 
différentiel et intégral. 

D'autres exercices sont fournis par les transcen- 
dantes classiques, qu'on rencontre incidemment 
dans beaucoup de recherches, et qu'il faut savoir 
manier. 

Comme le faisait M. Painlevé, dans le Chapitre qu'il 
a annexé aux Exercices de Tisserand, je rappelle, au 
début, l'énoncé de quelques théorèmes importants, en 
tâchant d'être précis, et en m'efforçant de ne pas tomber 
dans cet excès de subtilité que M. H. Poincaré, au 
Congrès des Mathématiciens de 1908, a nommé le 
Cantorisme. 

Voilà pour la première Partie, très élémentaire, de 
ce Livre. 
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En second lieu, j'esquisse le contour de quelques 
Leçons, sur des sujets dont l'étude est récente. 

Par là même, ces questions, aujourd'hui en pleine 
évolution, n'étaient pas encore aptes à figurer dans les 
grands Ouvrages classiques. 

Il me semble qu'elles pourront intéresser les étu- 
diants dont l'esprit est curieux, et voici le point de vue 
auquel je me suis placé. 

Dans la Théorie générale des fonctions, il faut 
partir de la série de Taylor et faire un prolongement 
analytique avec Weierstrass, ou bien il faut prendre 
pour point de départ le problème de Dirichlet, avec 
Riemann. Sinon, toute la théorie de Cauchy est comme 
suspendue en l'air. 

Sans cela, par exemple, on ne peut introduire dans 
l'intégrale de Cauchy que les trancendantes élémen- 
taires^ ^^, L:?, arc tangz, etc. 

J'ai choisi le principe de Dirichlet, parce qu'il con- 
duit naturellement à une théorie très belle, celle de 
M. Fredholm, et aux équations de la Physique. Je parle 
donc des équations intégrales y dont chacun reconnaît 
aujourd'hui Timportance. 

La solution du problème de Dirichlet va d*ailleurs 
faire réfléchir un étudiant, par le fait qu'à première 
vue il lui semblera qu'on est en contradiction avec 
l'énoncé du théorème d'existence classique, dit théo- 
rème de Cauchy-Kowalesky, sur les solutions des 
équations aux dérivées partielles. Mais c'est qu'un co/i- 
tour fermé ne correspond plus du tout à la démons- 
tration de ce théorème classique. 

Et voici donc un avertissement suggestif : un énoncé, 
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1res général et très beau, n'épuise pas forcément une 
question. Il est bien d'autres théorèmes d'existence 
que ceux de Cauchy (*). D'ailleurs, des cas très inté- 
ressants peuvent se présenter où cet énoncé tombe en 
défaut. 

Cela nous amènera à la théorie dcscaractérisliqueSy 
définies précisément comme muUipUcilés d'exception 
relativement au théorème de Cauchy. 

Et la théorie des caractéristi(jucs nous conduit à la 
classification des équations du second ordre, en types 
elliptiques^ hyperboliques ^ paraboliques. 

L'équation de Laplace est du type elliptique; nous 
indiquons, après la théorie du potentiel, la solution 
qui résulte de l'œuvre de M. Fredholm. Puis nous 
parlons de certaines équations du type hyperbolique, 
linéaires et complètement intégrées; en particulier, 
ceci nous permettra de montrer la valeur de deux idées 
qui, dans cet ordre, se rejoignent constamment et se 
complètent : la Méthode de Riemann et les Approxi- 
mations successives de M. E, Picard. 

Enfin, on a, à ce jour, assez peu de résultats très 
généraux sur le type parabolique. C'est encore une 
équation intégrale qui semble devoir jouer ici un rôle 
important. Nous donnons donc simplement, à ce sujet, 
une étude rapide du célèbre problème d'inversion 
d'Abel et des équations intégrales de M. Volterra. 

Mon but sera atteint si j'ai amené quelques jeunes 
étudiants à réfléchir sur quelques-unes des hautes ques- 



(*) Voir les Conférences de M. Picard et \ai Notice sur les tra- 
vaux de M. Hadamard. Paris, Gauthier-Villars. 
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lions que pose le Cours classique de la Licence es 
Sciences uialhéma tiques, si j'ai réussi à montrer des 
faits intéressants, et si j'ai ainsi aiguisé la curiosité de 
quelque lecteur. 

M. Emile Picard a bien voulu me permettre d'user, 
pour ma rédaction, de ses belles Leçons, qui sont tou- 
jours un régal pour l'auditoire. J'ai largement profité 
de l'autorisation, en ce qui concerne les équations de 
M. Fredholm et de M. Vol terra. 

Il m'est agréable de dire à mon maître, à cette occa- 
sion, mon affectueuse et respectueuse reconnaissance. 

Septembre 1908. 
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RappeJoDs quelques formules importantes et quelques 
théorèmes fondamentaux. 



I. — Géométrie. 
Courbe plane. Rayon de courbure : 

(i-h.y'*)^ 



y='y{^)y R = 



y 
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Courbe gauche. Formules de Frenet-Serret : 

^(*)» r(*)> -5(5), (5 = arc), 
A = dy d'^z — dz d^y \ 

B=zdz d^x — dxd^z \ l = \\dx d^x d^x\\ (»), 
G = dx d'^y — dy d^x , 

R = rayon de courbure, T = rayon de torsion. 

Cosinus de la tangente : a, p, y. 

Cosinus de la normale principale : a', ^' y'. 



(^) Ce symbole représente un déterminant dont on n'écrit que la pre- 
mière ligne. 

D*A. I 
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Cosinus de la bi normale : a", P", y, 



r Aî-t-B»-h 


G» 


I 
T ~ 


a 


R» ~ C^5« 


A2-+-B2H-GÎ' 


dT. a' 
rf* " R' 


d'^ 

ds ~ 


R' 


ds~ K' 


rfa' a' 
ds ■" T' 


. . . , 






C?5 "~ R " 


a' 


• • * 


• 



Courbes tracées sur une surface : 

i" Lignes de courbure : les normales à la surface le long 
de ces lignes forment une développable, ou bien le rayon 
de courbure est maximum (ou minimum); 

2° Lignes asjmptotiques : le plan osculateur est le plan 
tangent de la surface ; 

3^ Lignes géodésiques : le plan oscillateur est normal à 
la surface. . 

Coordonnées curvilignes, — La théorie des surfaces 
comporte l'emploi des coordonnées curvilignes 

ds^ = V dx^ = dx^-\- djr^ -h dz^ 

(carré de différentielle, non différentielle du carré), 

ds^z= E du'^-h iF du dv -h G dv^y 
EG — F* = H2 > o. 

A ngle des directions d et h : 

cosids, 8.) =^~^ 

K du ow -4- F( rfw 8p H- û?p 8a ) -h G dv 8ç> 

^"" ^— ^— — — — ^--^^— ^— ^^— — ^— ^— ^^^— — — »^^— — -^^— — ^— ^ • 

V/Erfa2... s/E^uK,. 
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Cosinus de la normale d'une surface : c, c', d' ^ 

SJ§ CX'„ = G, 
c dx = < 

H D(a,p)* 

On a les autres, en permutant circulalrement, x^y^ z. 

Posons 

D = Il <. xi, X', II, 

D = Il 07,44, Xu x^ II, 
D'=IK, a^L a7;||. 

On a, de suite, 

d'où les asympto tiques 

D du'^-^iU du dv -h D' dv^ = o. 

Angle de la normale ^ à la surface, avec la normale 
principale n d'une courbe de la surface. — N a pour 
cosinus c, c', d' . 

La courbe a pour cosinus de sa tangente a, a', a" ^ et 
pour sa normale principale n : 6, 6', 6'', 

-7- = - (r rayon de courbure), 

ds 
d'où 

H ^ _ D rfg^-h 2D^ fl?a (^p -h D*^ dv^ 

- cos(J>l, 71) - ^ du-^ -^ i¥ du di? -^ (i di>^ ' 

d'où le théorème de Meusnier, et aussi les Lignes de cour- 
bure. 
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Soit R un maximum pour r, dans une section normale 

|co5(N,/i;| = I 

(nous négligeons la question de signes). 
Ecrivons donc que l'équation 

K 



a ses racines égales 



H 



D du-hD' di>—-rT{Edu-h¥dç)=zo, 
D'du-^D''du— — (FrfM-HGrft^) = o; 

n 



d'où les lignes de courbure 

(Drfa-h D' dv) {¥ du -^ G dv) = (D' du -^D' di>) (E du ^F dv); 

d'où les rayons principaux 



o = 



D 
D' 



HE 
R 


"■-'ifi 


HF 
R 


--T 



Soient R| et Rq les rayons principaux, on a (O. Ro- 
drigues) 

dx •+■ Ri de = o, dy -h Ri de' = o, dz -h Ri de" = o, 
8a? -h R, Se = o, 8jK -+- Ri oc' = o, Sz -+- R, 80" = o, 

d et S sont les deux directions des lignes de courbure. 
Les lignes asymptotiques sont encore données par 



o = dp dx -\- dq dy pour z •=f{x^y). 
Les lignes de courbure par 



o = ||û?a: rfA A II, 
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A(u^v)^ B, C étant les paramètres (pas forcément les 
cosinus) de la normale 

dx ->r p dz dy -\- a dz -, . 

— ^ = dq P°"' ^=/(^-r). 

et alors l'équation en R^, R^ sera 

Surface dévefoppable 

rt — 5* = o. 

Ou bien : même plan tangent le long d'une génératrice 

X = As -+-/>, 
y=bz->rq'y 

a, 6, /?, y, dépendent de a; ce qui donne 

db dp — da dq = o. 

Surface réglée, — Le point central I est tel, qu'en 1, 
le plan tangent fait un angle de 90^ avec le plan tangent à 
l'infini, 

tangG =KÏM (Ghasles), 

9 est l'angle des plans tangents en M et en I, K est con- 
stant sur une génératrice. 
Congruence de normales : 

X = az H-/?, 
y — bz-^q, 

a, 6, /?, q dépendant de a, p. 

Ces droites sont les normales d'une surface si l'on a 

< ^Pa -^ bq'^ ^^ ^ ap^ -H bq^ ^ différentielle exacte 

v/a«-+-6«-hi v/a«-h6î-+-i 

= rfX(a, P). 

La surface est alors donnée par z = 



v/a2-+-6«H-i 
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Surface moulure, — Un système de lignes de courbure 
est formé de courbes planes et situées daus des plans paral- 
lèles. Le plan étant celui des xy^ on a 

X = <Ka) cosa — '^'(a) sina -H <p(«) cosa, 
y = <]^(a) sina -h <|/'(a) cosa -+- cp(-«) sina. 

Le plan étant celui des xz^ on aurait 

5(n-/?«)— y?5'r = o, 

a? = T=4== cp(j^) — ^'(a), 

/i-4-a« 

z = ^ cp( x) -h <Kg) — ay (a). 

/iH-a* 



IL — Intégrales et séries. 
(Domaine réel.) 

Une fonction /(x), continue, a une intégrale, limite de 
somme. 

L^intégrale existe encore si Ton a un nombre fini de 
discontinuités finies ou de discontinuités infinies de certain 
genre. 

Exemple : 

" /(x)dx 



/ 



(a— a7)'« 

est bien déterminé si Ton a /(x) borné et m <^i. 
Exemple : 

I S^x dx (4^= logarithme) 



est bien déterminé. 

Dans certains cas, aussi, on peut prendre un champ 
d'intégration infini. 
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Exemple : 

f(x) dx 



I 



xl»- 



sinj: dx 



est bien déterminé si l'on dif{x) borné et [x >► i . 
Exempte : 

Jr" sina: < 
A ^ 

est bien déterminé. 
Soit 

F(ar)=y* f{x)dx, 



on a 



dF(x) 

F est l'intégrale générale ou primitive. 

Si y est rationnel, F contient une partie rationnelle, des 
logarithmes et des arc-tangente. 

Soit 

/= R(siax^ cosx) (R = rationnel), 

on peut intégrer, car sin^r et cos^ sont rationnels 

X 

en t = tang-- 

Soit 

f=e^'K(x), 

il s'introduit une transcendante nouvelle 

r e'dx r dx . . L . ^ 1 

/ ou I - — = logarithme intégral. 

Soit 

/= e»*R(sina7, cosa?), 

nous avons la transcendante nouvelle 



/ 



X , 
«w« cot — dx 

1 



(Hermite, Cours d'Analysey 1878, Gauthier- Villars). 
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Soit P/2 un polynôme de degré n. 

Si y=: R( j?, v'P2 ), on ramène aux fonctions rationnelles. 

Si /= R(;r, y/P^), on a des quadratures elliptiques 
(/i = 3,4) ou hyperelliptiques, dont la théorie des fonc- 
tions complexes montre le vrai sens. Soit 

/= J7'»(a-H6a?'»)/', 

1 » |. m-hi ,w-4-i^ 
on peut rendre rationnel si p ou ou d H est 

entier. 

Soit une série \]w«(^), si elle converge w/i(/br/neme/i^, 

elle représente une fonction continue, et l'on obtient l'in- 
tégrale en intégrant chaque terme. 

Si 2a — ~T — converge aussi uniformément, elle repré- 
sente la dérivée de la somme ^w«(x). 

Même théorème pour une intégrale, o\i/(x) contient un 
paramètre a, lorsque le champ est infini ou bien lorsque la 
fonction devient infinie, de façon que les intégrales con- 
vergent uniformément. 

Changement de variable dans une intégrale. — 
Posons X = ?(^)î ? est continu, ainsi que cp', à un point x 
correspond un point t, et réciproquement. 

Siy(a?) est continu, y[o(f)] = F (^) est continu, on a alors 



f *f{x)dx=z f\{t)dt I ^* 






Ceci suppose ^'{t) non nul. 

Si (f et (p' sont discontinus en t^^ les deux membres sont 
égaux, tous deux déterminés ou tous deux indéterm,inés . 

On passe ainsi au cas oii l'on a un nombre fini de discon- 
tinuités. 

Même résultat pour un champ infini (^). 

( * ) Pour ces questions fondamentales, voir, par exemple, les Mémoires 
de M. G. Jordan et M. de la Vallée-Poussin, dans le Journal de Mathé- 
matiques de M. Jordan, 1892. 
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Bien entendu, on passe au cas où cp' s*annule un nombre 
fini de fois. 

Intégration par parties. — Quand il n'y a pas d'ambi- 
guïté à craindre, U^"^ ou U" représente -t— 7* 

Soit le cas élémentaire 

i" Si y et ç sont continus dans le domaine a6, /' et ^' 
ayant des discontinuités isolées. 

Si / fo' dx a un sens, j f'^dx aura un sens. 

'/* Si 6 = Qo, si deux des trois termes ont un sens 



//?'; //'?; l/?lâ, 



le troisième est bien déterminé. 

L^ intégrale multiple est encore une limite de somme. 
Une intégrale multiple se réduit à des quadratures succes- 
sives, dans un ordre arbitraire, si la fonction n'a qu'un 
nombre fini de discontinuités finies sur une parallèle quel- 
conque aux axes. 

S'il y a des discontinuités infinies ou si le champ d'inté- 
gration est infini, l'intégrale n'est déterminée que si cela 
a lieu, la fonction étant remplacée par son module. 

Sinon on aurait l'analogue d'une série semi- conver- 
gente, dont la somme dépend de l'ordre des termes. C'est 
une différence profonde entre l'intégrale multiple et l'inté- 
grale simple, qui tient à des considérations d^ Analysés 
situs. 
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La dérivation, par rapport à un paramètre, donne lieu au 
même théorème que pour une quadrature simple. 

On peut changer de variables, soit j:/= o/ (wa), J est le 
jacobien 

"" \\àuk 
V F(xi) dxx dxx . . . dxn = V F [«p/( «a )] | J | dux dux . . . dun- 

Çkx et Çku sont les champs correspondants. 

On suppose J continu et ne s'annulant qu*en un nombre 
fini de points sur toute parallèle aux axes. 

Etudions maintenant les intégrales généralisées : fonc- 
tion ou champ infini. 

Si la /onction ne change pas de signe, l'intégrale 
multiple se réduit à des quadratures successives, dans un 
ordre quelconque, si cette opération conduit à un résultat 
déterminé (l'infini compris); le théorème subsiste si, la 
fonction changeant de signe, la réduction est possible en 
prenant son module. 

Quant au changement de variables, la formule subsiste, 
les deux intégrales sont égales^ déterminées ou indéter- 
minées, si, à la frontière, les dérivées des <p sont discon- 
tinues, si J est nul, si la fonction est discontinue. 

Formule de Riemann, dans le plan. — Soit C un 
contour simple, coupé en deux points par une parallèle aux 
axes, (C) l'aire renfermée : 

Formule de S tokes- Ampère, dans V espace. — Soit 
une portion de surface, ajant deux côtés, limitée à une 
courbe gauche. Ayant fixé un côté de la surface et un sens 
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sur la courbe 

/ PiXjjTyZ) dx -\- Q dy -^ R dz 

Formules de Green : 

I (-r h — -h — ) dxdydz = / P dy dz^Çldzdx->r Rdxdy. 

(intégrale de volume) (intégrale suivant le bord exté- 

rieur de la frontière) 

Dans l'espace (et aussi dans le plan), 

A indique Xt— j symbole de Laplace, 

J = / U ^ — cos(n, a?)e^<j — / U \\ dx dy dZy 

rfo" est Télément de surface de la frontière du volume, n la 
normale extérieure 

-y- =. dérivée normale extérieure. 
dn 

Séries trigonométriques (variable réelle). — Cette 
étude s^mpose : i° dans la théorie des fonctions analy- 
tiques, pour étudier f{z) sur le cercle de convergence; 
2° pour avoir des expressions analytiques de fonctions 
discontinues. 

L'étude élémentaire comporte les conditions de Diri- 
CHLKT : f{x) borné dans un intervalle a — 6; n'ayant qu'un 
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nombre Jini de discontinuités ; sa variation ne changeant de 
sens qu^un nombre fini de fois. 
Dans ces conditions 

lira f F(a)ï^^!-î^é/a= -[F(-^o)-l-F(— 0)1 (a<o<6), 

I- r T^/ . sin(2K4- l)a , "ï^rr./ N r./ \T 

lim / F(a) — ^— : ^<ia = -[F(-i-o)-4-F^7c — o)]. 

K=oo Jq sma 2, 

Ceci suppose que F n'est infini qu'en des points isolés 
(non en a = o ou a = tt) ; 

Que l'intégrale de [F| est Jinie et déterminée; 

/{jc) dans l'intervalle o — 211 peut être représenté par 

S = - ao-4- X,^'« ces ma: -+- bm s'inmx, 

I r^"" I r"" 

a,rt= - / /(ol) cos m OLdoL, bf„= — / /(a) sinmaû?a. 

Pour o^x^ 27r, 

S=i[/(:r-o)-h/(a?-ho)]. 

Si /{^) peut devenir infini en des points Ç en nombre 
fini; si l'intégrale de 1/(^)1 est finie, la formule subsiste, 
sauf en \, . 

Dans un intervalle a — è, o <Ca<ib ^C^itz^ où f{oc) est 
continu, S converge uniformément. 

Entre o et 27r, nous avons un seul développement uni- 
formément convergent, celui de Fourier. 

Peut-on avoir un autre développement, à convergence 
non uniforme, poury(^)? 

La fonction satisfaisant à certaines conditions (de Diri- 
chlet ou de C. Jordan, ou définies par des propriétés de 
certains ensembles)^ la réponse est négative. 

Signalons un théorème de P. du Bois-Reymond : 

Lorsque 1 — ^-: —/[x)axauneumitepourn = cOy 

J SI II 37 
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cette limite ne peut être que -f{-\- o). ( Voir les Leçons 

de M, Lebesgue, coll. Borel, et le Mémoire de M. Hurwitz, 
Ann. Ec. Norm., 1902.) 



III. — Fonctions d'une variable complexe. 

Si nous avons une fonctions réelle /{x)j si elle admet n 
dérivées, la (n -+- 1)»*"»» restant finie, mais n'étant pas déri- 
vable, on peut employer Isl formule Jlnie de Taylor 

f(X + h) =/(x) 4- j/'ix) ^ ^/'(^) +. . . 

/•(«-hD (a; 4-6/1), 



n -+- 1 



o<e<i. 

Dans quel cas peut-on passer à la série infinie de Taylor? 
La théorie des fonctions répond à cette question (*). 

Soient P(x,y) et Q(^, J^) deux fonctions réelles, déter- 
minées, dérivables. 

Il faut et il suffit : 

dx "^ ày dx ~~ dy 

Ou bien : 

6P = o = 8Q ( ^ ~ I~î "*" !5~i • symbole du Laplacienj' 

Alors P -H iQ est fonction de ^ -h iy^ fonction holo- 
MORPHE, ou synectique, ou régulière, ou monodrome, c'est- 
à-dire déterminée, ainsi que sa dérivée, et continue 

synectique. Donc : toutes les dérivées sont synectiques, 

(0 Voir Coll. Borel ( Gauthier- Villars). 
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Par définition, on pose 

f f(z)dz=z f {Pdx^qdy)-\-i(Qdx-hPdy). 

On va de A en B par un chemin quelconque. 

/ /{z) dz est indépendant du chemin, c'est une fonc- 

. • . 

tion synectique F, sa dérivée est y. Donc : toutes les inté- 
grales sont synectiques. Nous avons l'analogue du théo- 
rème de la moyenne 



IX 



B 



f(z)dz 

A 



< M X arcAB, 



M étant supérieur au module maximum de y sur Tare. 

(Si la fonction devient infinie, ou l'arc AB, vo^rplus loin 
l'extension de la notion d'intégrale.) 

Remarquons que f{z) donne une Carte du chemin 
de z. 

Dans une région S du plan de z = x -\- iy^ si la fonc- 
tion est holomorphe, sauf en des points ou groupes de 
points qui n'interrompent pas la continuité de S, la fonc- 
tion est dite analytique [J. Hadamard, La série de Taylor 
(coll. Scientia)\ 

f{z) est développable en série de Taylor si elle est holo- 
morphe dans une aire finie 

f{z) = 9(z — ^o) = «0 + «iC-s — Zo) -h. . . (Cauchy). 

Le développement converge dans tout cercle de centre Zq 
où /reste holomorphe. 

Si la fonction cesse d'être holomorphe en un point isolé Z| , 
on a le développement suivant, convergent dans un anneau 
de centre Zt, isolant z^^ 

f{z) = $(z - ^i) -h «1 ( JtÎ-^) (Laurent). 

D'où la définition du pôle et du point singulier essentiel. 
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Tout ceci se déduit de la formule 



. -, X rf(z')dz 



X est intérieur au domaine (C) dans lequel f(^z) est holo- 
morphe. 

On peut dériver 






Si le domaine est un cercle de rayon R, de centre O, 
M étant le module maximum de f sur la circonférence, 
on a 

d'où la majorante^ pour/, 



z 



Cela s'étend au cas de/? variables. 

81^/(2) est holomorphe dans tout le plan : 
1° Et de module borné, c'est une constante; 

2" Et telle que "^ J soit borné, c'est un polynôme de 

degré /n. 

Siy(2) est analytique dans tout le plan : 

I® Et n'ayant comme singularité que le point infini, pôle 
d'ordre /w, c'est un polynôme de degré m; 

2" Et n'ayant comme singularités que des pôles, même 
au point infini, c'est \xnQ fonction rationnelle. 

Une fonction analytique qui n'a, à distance finie, que des 
pôles, est dite méromorphe. Elle est le quotient de deux 
fonctions entières, c'est-à-dire holomorphes dans tout le 
plan. 

Soit une fonction F, holomorphe dans un domaine (C) 
sauf en des points isolés. En un tel point Z|, on a un 
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terme — - — ; A._.| s'appelle résidu 

Z ■^ Zf 



rF(z)rfz = 27UlV A-, 



Soit F une fonction analytique n'ayant que des pôles, 
o une fonction syneclique. 

Soit Tc un pôle de F et p une racine, on a 

\] est la sommation étendue au domaine (C). Le pôle (ou 

c 
racine) multiple d'ordre k sera compté k fois. 

Tout ceci est dû à Caucliy. On en déduit le théorème de 

d'Alembert. 

Fonctions élémentaires. 
Logarithme. — Soit z = pe'?, 

z 



<.=/ ^=o-^'<?. 



Ce sera déterminé si <p est Jixé, c'est-à-dire si l'on trace 
une coupure artificielle de o à l'infini, qu'on ne traversera 
pas. 

Â^^ant bien défini l'argument o, on a 

Exponentielle. — Soit e^ la fonction inverse de JÇjs^ on 
trouve e^^= e^(cosy -\- is\ny)y donc nous retombons sur 
les définitions élémentaires. 

Puissance de z^ 

i p ^ o, R a une infinité de valeurs, 

( a non rationnel, 4> a une infinité de valeurs. 
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Ayant bien fixé JÇjs^ c'est-à-dire R et ^, on a encore 

Les propriétés élémentaires prennent une forme un peu 
plus compliquée que dans le réel. 
Soit 

z ne change pas par k circulations autour de o. Mais ce mou- 
vement fera s'échanger entre elles des puissances ration- 
nelles de z. 

Ceci a donné naissance aux feuillets de Riemann. 

Par exemple, z^ n'est holomorphe que si l'on trace une 
coupure artificielle o — oo. 

De même, Ji^ et yz^ — i sont holomorphes, si l'on 

trace une coupure entourant complètement -4- i et — i. 

Arc tangente et arc sinus. — Intégrons 

dz \ l dz dz 



nous obtenons 



^ ^ I dz dz \ 

f ~ 21 \z — i z -h i/ 



arc tangz = — t[4i^(z — i) — -^(z ■+• i) h- ^k-ni]. 

On obtient des branches sj'nectiques si l'on trace, à par- 
tir de -h / et — /, des coupures qu'on ne traverse pas, 



r dz 

arc sm^ = / , 

J \/i — z^ 



On obtient des branches synectiques si l'on trace, à par- 
tir de + i et — I , des coupures qu'on ne traverse pas. 
On a encore 

arc sin.3 = -r J^{iz ± /i — z^). 

Or 

{iz-^\/ ) (iz — v/ ) = — I. 

D'A. îl 
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On a donc, comme pour le réel, 

arc tang^ = a -h Aric, 



arc sin-s = 



( {lk-\-\)TZ 



Intégrale complexe généralisée, — Dans le domaine (G), 
si autour d'un point 6 on a 

Soit 

9 = arg.(« — ^>). 

Si l'on arrive en b par un chemin L tel que 

?o<?<Ti» 

l'intégrale est déterminée et indépendante du chemin L. 

Même théorème pour un chemin A s'étendant à l'infini, 
si ç finit par rester entre cpo et cp, et si 

l/(^)l<r7ip (P>'). 



Dans les cas les plus ordinaires, la condition relative à cp 
n'interviendra pas (G. Jordan, Cours, t. II). 



Remarque. 

Si l'on veut pouvoir parler de fonctions analytiques, 
autres que les combinaisons des transcendantes élémen- 
taires, il faut : 

i" Ou bien, avec Weierstrass, prendre pour départ la 

série ^a«^" (prolongement analytique, etc.); 

2° Ou bien, avec Riemann, prendre pour départ le pro- 
blème de Dirichlet (solution de 5w = o, déterminée par les 
valeurs de u sur un contour fermé du plan xy). 
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IV. — Équations différentielles. 
Théorèmes d'existence. 

Soit une fonction holomorphe, développée en série, 
M le module maximum, Ti, r2, ... des nombres moindres 
que les rayons de convergence associés; G|, G2 et leurs 
combinaisons sont des majorantes 



G.= - 



1 «Pî "^ n 

I "^ ~^~ ^^ ^"~" ~^" • . • ^"^ """"" 



Voici, alors, le principe du Calcul des Limites de 
Caiichj. 

^^*^ ;y7 ^fi^'>y) analytique. 



dx 

Écrivons 

dz^ M 



{-i){-i)' 



s'il y a une solution z, holomorphe, il existe une solution y, 
holomorphe, a fortiori, autour de l'origine. 

Dans le pian de x^ on aura à prendre le plus petit des 
deux cercles 

( -^A 

a, p = a\i -- e îMa^^ 

pour un système de n équations du premier ordre, 

p = a\i — g-m-i-DMrtj, 

La méthode des approximations successives de M. Pi- 
card donne, au lieu de p, 

(E. Picard, Traité d'Analyse, t. II et III). 
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Le calcul des limites et les approximations successives 
s'appliquent aussi aux fonctions implicites (E. Fouet, 
Leçons, et M. Goursat, BulL Soc, math,, igoS). 

Rappelons la méthode fondamentale de Cauchy-Lip- 
schitz, où Ton regarde la (lifFérentielle comme une diffé^ 
rence ; IsL méthode d'approximations de M. de la Vallée- 
Poussin ( Cours d'Analyse) ; la démonstration de M. Féjer, 
qui ramène immédiatement aux quadratures {Comptes 
rendus, lo décembre 1906). 

Lorsque f^x^y) satisfait à la condition de Lipschitz, 
bien plus large que la condition d'analycité 

on peut affirmer V unicité de la solution. 



V. — Equations aux dérivées partielles. 

Après les travaux classiques, sur ce sujet, M. Goursat a 
fait l'extension directe du calcul des limites. 

Soit/? =/(^, jKî ^> <i) analytique. 

M. Goursat remplace x par - dans la majorante 



o< a <i. 

Remplaçant z par z -\- ax^ f ne contient pas de con- 
stante, d'où 

^ X \ 

R )\ P 

posant 

a? H- a^ = a, 

on a l'équation majorante 

dz^ M 

du 
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On a donc une surface solution passant par une courbe 
donnée, A moins que la courbe ne soit caractéristique 
(c'est la définition). 

1 . Equation linéaire : P(x^y^ z)p -\'Q^q=^K. — Ca- 
ractéristiques : 

dx _^ dy ^ dM 

une caractéristique en un point (^®,y®, z^). 

La solution passant par une courbe C est formée par 
l'ensemble des caractéristiques des points de la courbe C. 

2. Equation quelconque : F(j7, y, z, /?, q) = o, 

^F « V ^ « p 

dx "-^•••' dp -'^•••• 

Caractéristiques : 

I** f/^ conoide de ces courbes en m/i point (a:*, ^®, z*). 

La solution passant par une courbe C s'obtient en me* 
nant par la tangente à C un plan tangent au conoïde et en 
prenant la caractéristique définie par le contact sur le 
conoïde. 



C étant 



a?nw)» rH")» -»®(M), 

F[a?o(M), ^0, ..., ^o] = o, 

dz^ ^ dx^ ^ dy^ _ 

du du ^ du ^ ' 



Le conoïde des caractéristiques est une solution. 

2** Soit une intégrale première du système des caracté- 
ristiques ^(x, y^ ZjP, q) = o; F et ^ permettent d'ex- 
primer/? et q en Xy y, z; alors 

dz —pdx — q dy = o 
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donne une intégrale complète de F, 

y{x,y, z, a, b) = o, 

El l'on obtient une intégrale générale en posant 

6 = çp(a) (©arbitraire), 

et en prenant l'enveloppe des surfaces V. 
Même théorie si l'on a vi variables indépendantes (*) 



(*) Ceci présente des difficultés. II faut se reporter au beau Mémoire 
de M. Darboux, Mémoires des savants étrangers, Institut de France, 
i883, et aux Ouvrages de Sophus Lie, Differential-Gleichungen, 1891; 
Beruhrungs-Transformationen, 1896, Teubner, Leipzig. — Voir aussi 
les Leçons de M. Goursat, 3 vol., Hermann. 



> 
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QUADRATURES 



FORMULES DE WALLIS ET DE STIRLIMG 

1 . Soit 



Je x'^ dx 
V*-^ 



démontrer la relation suivante : 



lim (nHJ) = -> 



en déduire la valeur de 1 e dx, et de ni pour n 
Uès grand. * 

En intégrant par parties, on trouve de suite 

/l -h I 

d'où : 

l .3.5. . .(2 /l -h I) TT 



H2/4 = 



Hj/i-Hl = 



a.4-6. • .(2 n) 2 
a . 4 . 6 . . . ( 2 /i ) 



— i 



3.5.7. • -(2 /l H- l) 

Faisons le produit 

(îi) (2n-+-i)Hj«H,«^, = -. 

Il faut prouver que Ha,, et Hj,,^.! ont même limite, 
pour n = oo. Cela résulte de l'inégalité 
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d'où 



2 n -h 2 
Nous avons donc 

lim [(2/i-+-i)H|„^.,] = -, 

n= 00 2 



ou encore 



Dans H2//4.1, faisons ar*= i — -s*, puis 

d'où 

(3) v//iH,„+, = y /i— — j û?w 



Cherchons la limile de Tinlf^grale. D'aI)ord 

L 






La deuxième intégrale tend vers zéro avec y- 
Menons n assez grand pour que Ton ait 



I (-?)■-- 



<6, 



€ étant tel que Le tende vers zéro quand L croît indéfi- 
niment. 

Le deuxième membre de l'égalité (3) a donc même limite 

que / e~"'rfw. 



D'où 



(?-"' du= ^^—' 
2 



(Connaissant cette valeur et intégrant la même fonction 
sur un triangle formé par Taxe Ox, la première bissectrice, 
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et un cercle de raj^on très grand, dans le plan de la variable 
complexe, on obtient les intégrales de Fresnel 

J %\n{x^)dx==J cos(a:«)^=i|/^- 

La formule de Wallis a été obtenue 

(5) ^/N.(2/i-hi)Hï„^.,, 

ceci s'écrit aussi bien, en posant : 

y27ZX * 



(5') i^ ^^^^ 



On peut encore remplacer ç par ^j> =: qp.e^ 

iKa?-(-i) ' 

|e|<,. 

Faisons le produit 
d'où 

= e" = e' 



d'où 



4/(07) -J - 

4^(237) 



d'où 

d'après (5') et (5"), 

j ■*— -•• ^1. JL 

\x^x\ = \/'n:e-^x ^(i-^^x) (Stirling), 
ex tend vers zéro avec - • 

X 
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Par la théorie de la fonction gamma, on a une meilleure 
approximation. 

2. Calculer V intégrale double 



/ I ^^ y^ (i — ^ — y)^dxdy^ 



étendue à Vaire du triangle formé par les droites 

X = o, y z= o, X -^ y — I = o. 
^3 (i__a;__j.)3 dy ^ y\{\ - x) y-"^ — \Y dy 

est une différentielle binôme intégrable. On pose 

r — X 

-\ = t. 



y 

d'où 



y\.i^-^)y-'-ifdy = -^-lj^^odt, 

i ^ I t^ dt 

y%(^i — x—yfdy = {\ — xYj jfz^^ 

Or 

t t^\ — i I I 



(^-f-l)» {t^\f (^-Hl)* (^-4-1)8' 

d'où 



3 /// 






On a d'ailleurs 




00 2 _j 



s.n- V'^ 



Remplaçons ^ par - 



__ / fjjit^_ 
~ J Q t-^ a "" 



= Ka 3. 
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Dérivons deux fois par rapport à a 

faisant a=: i, il vient 

__L_ = Kl^' - îW ^ = -^^• 

(1 — 37)» V3 9/ 9 9/3 

D'où la valeur cherchée 

3'2V/3 7C 

2835 



3. Démontrer que les deux intégrales 

^^-^ dz. V = / 



M=/ ;= dz, v= -^ a^ 



satisfont à un système d'équations différentielles du 
premier ordre. Intégrer. 

Intégrons par parties : 

J/»* - dv du 

f /id(e-«sinîx)=- 2^-3 0:^. 
_ 

du dv 

Tel est le système (i), (2). 
Posons 

d'où 

2W' T 



I -h W2 I -h a?» 
Posons 



2 arc tan g W = arc tang x. 



e fA 
a? = tange, W = tang - = - ' 

Soit donc 

M = Àsin-, p = Acos-, 
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on aura 



X = G v^cos 6, 

ce qui donne u et v. Il suffit d'obtenir C. 
D'ailleurs : 

4. Trouver les intégrales de V équation différentielle 
du second ordre 

qui sont des fonctions rationnelles ou simplement pé- 
riodiques de x. (Sorbonne.) 

et, en intégrant, 

/dyy , 4 , r dy 

y est, en général, une fonction de x admettant deux pé- 
riodes. 

1° Si c = o, on a 

dy 



y 



V^j 



4 I ^\ ^ y 



2® 11 y a encore une valeur de c pour laquelle le poly- 
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nome sous le radical n'est plus de degré 4- Posons 



a?-f- a = 



3' --"-l'a' 



y n'a plus qu'w/ie période. 
Posons 



I 

y = I -4- -« et z = • » 



/ 



-«1/ -««-f- -^ -+- 2 / l/aw«-t-^ w-hi 



i y J 2 

OU, en modifiant la constante, 

Prenons X = 3 y/â , écrivons l'équation aux inverses des 
deux membres, le radical s'élimine, 

— ôv/ï 



5. Calculer 

L'intégrale est bien définie et se peut calculer, dans le 
domaine réel, en remarquant que (4^xy=— • 



3o 



CHAPITRE I. 



Première intégrale. — Dans le domaine complexe, 
prenons le contour ci-dessus : lacet autour de o, de — i, 



Fig. I. 



% é 



.1 






' IM 



? — ;m 



y, 



cercle F de rayon très grand et introduisons la fonction 



F = 



(1 + 4!)» 



(•C^)«. 



d'oi 



En un point i , prenons 



en 2, on aura 



ou 



Pour le grand cercle, on a zéro quand — ■ tend vers zéro. 

R 

Calculons le résidu p, au point — i, 






p == coeff. de — = ïir — i — liiz = — tir — i. 



Soit J l'intégrale cherchée, à la seconde intégrale, 
dans (i), lorsque A' tend vers zéro et M' vers oo; l'équa- 
tion (i) devient 



d'où 



47tiJ — ^Tz'^a — i'K,i{Tzi -\- i) = o, 



2 



1 
a = -• 

2 
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Deuxième intégrale, — Même contour. 
Prenons 

En un point i 

en un point 2 

P — \/x{ 4^' X -¥• -ITZ i) 

^' ^7T¥]ï ' 

d'où 

Pour le grand cercle F, on a zéro. 
Calculons p 

2 

p = coefF. de ;^ = i. 

Faisons tendre A' vers o, M' vers 00, soit J' l'intégrale 
cherchée, à l'autre; nous avons 

(2) — 2J' — iTzia' -if-'i.'ïzil n = o, 

î' __ ^ y.'— "^ 

j = 7c, a = — • 

2 

6. Calculer 






a?' <ia?. 



Soient a, p, y les points représentant les racines cubi- 
ques de I 



2f7r 4fTC 



Le système des lacets entourant a, ^, y rend uniforme 
la fonction \/ \ — z^ , 
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Soit r un cercle de rayon R très grand, décrivons le con- 
tour total fermé en partant de A avec la détermination 

Fig. 2. 




réelle ou de moindre argument que nous écrivons 

{yi — z^)i . Quand A tend vers o et M vers a, les intégrales 
sur AM et M' A' donnent 



Sur A'Q', on a 



J — eJ. 



z=rt, r = \zl 



et notre fonction est devenue, à cause du lacet a, 



e(v/i — 2-')! = £ / 1 — r' , 



d'où 



/ rzeY 

«•0 



I — r^e rfr = J. 



Chaque lacet donne donc 



J — eJ. 



Il faut calculer l'intégrale suivant F. 
Imaginons la coupure AL tracée le long de O^, avec un 
demi-cercle autour de a. Entre a et 4- oo, on a 



(Vi-^«)i=^'(v/2'-0.- 
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Posons 

I j — du 

z = —9 az ^= — - — j 



u u 



2 



et u parcourt, en sens inverse, un cercle très petit c quand 
z parcourt un cercle très grand C 

// 6* / U* \ du 2Tzi l 



d'où 



d'où 



. 1 

3J(i~e)-h^e«=o, 



J= ^"^ 



9/5 



7. Calculer 






Dans le domaine réel, faire x = -• 

Dans le complexe, on rend uniforme la fonction'par le 
lacet entourant o et + i . 

Nous avons, au point — i , un résidu à prendre, puis une 

Fig. 3. 
A'" . A'Xa' . M>^ 





.» >■ 



^ w ^ 




.1 o •> 

M 



.»A " M ^., 



P 



< » 




intégrale suivant — F, comme précédemment, ou résidu à 
l'infini. 

On part, en A, avec la détermination réelle, que nous 

écrivons [y/>s^(i — ^)\\» 

D'A. 3 
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Ail point A'", posons 

Z -4- I = î, I Z I ^ I - î, 

et Vargument de z est 7t. 
D'où 

De même 

et Vargument est a^re, à cause du lacet MPM'. 
D'où 

Pour avoir le résidu au point — i, nous avons donc à 
former le produit 

..J(.-îç-..)(.-iî-...). 



Le coefficient de 'Q^ est 



«A A 

e 

C'est le résidu cherché. 

Les intégrales sur AM et M'A' donneront K(i — e) el 

l'intégrale sur F tend vei*s zéro avec -^j d'où 

.A 

K(i — e) -+-'2 7:t— =o, 

e 

K(e — e*) = — 2TCi*A, 
1 

A= , B = 2sin-T-> e — e*=tB, 

9 3 

d'où la valeur cherchée de R. 
8. Démontrer la relation 
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P est un polynôme de degré /i, U est défini par 
V identité 



dxy 



sJTW) 



iy-x)yjT{J) 






r) 



G et G sont deux contours ^ dans les plans des variables 
complexes x^ y, entourant, le premier les racines a{ 
et a2 de P = o^ le second les racines a^ et a%» 

Fig. 4. 




Posons z = yP{x) ^P{y) ; nous avons à considérer 

Nous avons deux inlégrales Jf et J2. Calculons J|. 

Soient p ci g les points où les contours se couperaient 
si les plans x, y étaient superposés, y suivra le contour C^ 
et ^ le contour XiX^-\- x^x^y laissant de côté deux petit-^ 
éléments autour de p et q. Laissons d'abord y fixe en un 
point quelconque de C 

Quand x effectue le tour de C, la détermination de ^P(.r) 
n'est pas changée. 

Intégrons donc en ^; il vient 



cp = 



/(^3)-/(.ri) 
/iX2)—/(X!,) 



/(^p)= 



\/P{x,,) 



iy-^p)\^^iJ') 



Il reste à effectuer 



/ 

c/r.' 



^(y)dy. 
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G' sera décomposé en mqnrm et mrnpm par un petit con- 
tour auxiliaire. Puis la première partie sera décomposée 
elle-même autour de g. 

Écrivons <p sous la forme cpi -h cp2 : 



On a 



<Pi=/(a^t)— /(a^i), ^i=f(^z)—/{^k)' 



|<pi|<e, l?ï|<e. 



e tendra vers zéro en même temps que les arcs x^ x^ 
et x^ X ^ • 

Nous appelons F le grand contour, yi et Y2 les petits 
contours dessinés en pointillé. 

Pour le contour F, les intégrales de ©1 et {p2 sont, en 

Fiff. 5. 




module, moindres que t), qui s'évanouit avec e. 
Pour yi et Y2) un seul terme donne un résultat. 
Le contour yi donnera 



/, 



v/P?^ dy 



s/? {y) y-^r 



=1 'ITZl 



(puisqu'on peut faire évanouir le contour y^ ). 

Le conlour y2 donnera, P(y) ayant changé de détermi- 
nation après le contour du point a2', 



L 



— V/P(a:») dy 

- \/p(y) •>' - ^* 



= 27ri. 
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Donc 

Avec ce contour, 

Ji= o. 

C'est là démonstration simple, donnée par M. E. Picard, 
d'un théorème de Weierstrass, relatif aux systèmes de 
périodes des transcendantes hjperelliptiques. 

Pour le cas elliptique, le théorème est le suivant : 

1 
K = / - - • Kl = / id, 

1 



J = / - J| = / *«• 

1 /(i-5«)(x-X:'^*») J, 



On a 



KJi-JKi= - 
2 



(Weierstrass, Werke, t. I; Picard, Fonctions algé- 
briques de deux variables, t. II). 



SOMMES DE GAUSS. 

9. Soit 



1 



Déduire ces sommes de l'intégration, suivant un con- 
tour fermé, de la fonction 



a* 

e ^ 



Supposons n^2n' et prenons pour contour un rec- 
tangle de côtés n' et 2/?, p étant un entier ; 

OA = 0A' = /?, AB = A'B' = /i'. 
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Les pôles sont o, i, 2, ..., n^ , Nous les isolons par de 
petits cercles ou demi-cercles. 



Fig. 6. 




LtudioDS rinlégrale de contour. 

I. Sur AB. 

Soit N le numérateur z=. t z=. pi^ 

NI =e~^'. 



Le dénominateur 

D = e'^f^p 
Donc 



(-^ 



Tlp ^iTZlt 



rr 1 eîW^ 



\D\ r^ e^'^P (pour/? = oc), 



/ 



B 



^ e27i/i 



n' 27C/^ 



/ e "^ 



dt 



Ceci tend vers zéro avec -• 

P 

11. SurA'B'. 

On voit de suite que l'intégrale tend vers zéro avec - 



m. Sur A'A''etB''A. 
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Nous obleiions de suite 






Le crochet se réduit à — i. D'où 

il e '^ dt. 






Ceci est uae expression connue, a, lorsque e := o, 
p = y:>, 

IV. SurBB^et B^B'. 

Le crochet se réduit à i. D'où, pour e = o, /? := oo, le 

terme 

p = eit/'»' a. 

V. Les résidus sont (racines simples du dénominateur) : 

e)t= :«« . 

On n'a qu'à exprimer a par les intégrales de Fresnel, 

pour avoir 7 6)t. 

(Même méthode pour /i = 2 /î' H- i .) 
Remarquons que 9>t=0/i«;t, puisque e^'"'^ = i; nous 
avons alors la somme de Gauss. 



10. Calculer 

^ x'^ — b^ si no? 



I. 



dx» 



X^-Jrb^ X 

Prendre pour contour l'axe des x avec un demi-cercle dç 
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rayon très grand, ou un rectangle, et intégrer la fonction 

«* -+- 6* z 
Calculer 

/* ar«-* dx 
i o<a<i. 

Prendre l'axe des x et un demi-cercle de rayon très grand, 
d'où 

I = -: > ( / I = Tt cotait. 

./^ i-hx smaiz yj^ ï — xj 

La parenthèse indique qu'on prend la valeur principale 
de Caiichy. 
Calculer 

y 

Soit 

* e-^ s'inx dx 



Je x^-{- ÔX-^ ô . , 

— ; — — «-* smx dx, 
(07 -+-1^» 



/e-^ %\xvx dx 







on a à calculer Ji + J2 + J3 {par parties). 
Calculer 

/-Ha 
X ï T . 
^ j- arc tan g ^ dx, 
(1 — a:î)ï (at — ar«)« (i — a?*)* 

Faire x = sin<p, puis cos© = m, ^2_- , _j _ — , ^^ ['q,^ g§^ 



ramené à 



/ 



(a*— a?*) rfa? 
(i — 37») v/a2 — J72 



H = 7r(-=L=-4- ^ 



Vu- « 



i a* - I 
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PROBLÈMES DIVERS. 



APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES KÉSiDtS. 
NOMBRES DE BERNOULLI. DÉVELOPI*EMENT DE C0tJ7. PROBLÈMES. 

1. Rappelons quelques résultats (*) : 
Soit une fonction/*(-5) méromophe. 

Représentons par ^ f(^z) la somme des résidus dans 

Taire G. 

Prenons pour le contour de C successivement des circon- 
férences C«, de rayon R„, évitant les pôles, \{n croissant 
indéfiniment avec /i, on a 



I /* 



Zn= R„e'?. 

D'où ces théorèmes : 
Si Ton a 

(1) lim Znf(Zn) = PL 

uniformément pour o£o£2'ir, il en résulte 

(2) Jim r /(z) = X. 

nr=» *^C„ 



(*) Voir Je Volume, si précis et élégant, de M. E. Lindelôf (collection 
E. Borel). 
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Celle limile est le résidu intégral de Gauchy 

Le théorème subsiste si la coadition (i) est vérifiée sauf 
seulement pour /> valeurs de (p et si, en ces points, Znf{z,i) 
conserve un module fini. 

De même, si Ton a 

(i') lira /(«„)= A, 



n = oe 



la condition étant réalisée uniforme r^ent, sauf en/> points 
o\i/{zn) conserve un module fini, il en résulte 

(.') Z^^^ = A. 

Si l'on a 
(i) lim ' = o 

^00 ^1 



n=ao ^n 



el si la fonction y est impaire^ on aura 



Il suffit d'écrire 



= o. 



J^ Zn—X J^ Zl—X^ ' ) 

Appliquons ceci. 

2. Calcul des nombres de Bernoulli. — Ce sont les 
coefficients du développement de ^ _ > 

B, 



— I z '1 ^^ (î*^')! 



Formons 



/(^) = 7rA-:^i 



S**^ g' 
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Les pôles soqI ± 2mzi(n entier) et zéro. Nous pren- 
drons 

R„ = (2/1 — 1)11. 

Ainsi C/2 étant toujours à une distance finie d^un pôle 
quelconque, Zn/(zn) tend uniformément vers zéro sur tout 
le cercle C/j. D'où A = o, 






3. Développement de tzcoItzz, — Sinir>3 a les racines 
simples ± n qui seront pôles simples de cotTUv. 

D'après les développements tayloriens, chaque résidu 
est -h I. 

Prenons R/^i^ai ; alors la circonférence C^ passe à 

distance finie de tout pôle, d'où, M étant un nombre fixe^ 

!/(-««) KM, 

d'où 

lim '^-—^ = o, 

uniformément. 

D'ailleurs, la fonction est impaire, d'où 

o =/(^,^ r_i_ +y (_L. ^ — L— )1, 

•^^ Yo — x M^\ii— X — n — xjx 



1 

00 



TtCOtTTiTïs h> ( 1 )• 

X Ài^ \x -\- n X — n J 
1 

Ceci peut s'écrire, ^ signifiant qu'on associe consiam- 
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meDt -\- k et — k (pour la convergence), 



cot 



^^ X — A: TU 



tanga7= — cot (a: -)= — 7 -, : — 

I \ I X X\ V*' (— T>* 

: — = - ( col - -4- tang - ) = >. r- 

\wx 2\ 'A a/ Jmà X — A-ir 



sina? 2\ 'A ''a/ Jmà x — /rir 

D^une façon plus précise, et conformément aux idées 
d'où proviennent les théorèmes généraux de Weierstrass 
et M. Mittag-Leffler, écrivons 

cota? = - -h V ( ', 1-7 1 y -7— ) 

1 

X ^d \x — A-TT kt:/ 

— go 

Intégrons 

— «0 
+ 00 , « 

— • 1 

4. Trouver les points singuliers possibles des inté- 
grales des équations linéaires homogènes, par le calcul 
du Wronskien. — Soit, par exemple, pour simplifier, une 
équation d'ordre 3 

et trois solutions u, ^, fv; elles ne sont indépendantes que 
si le wronskien est ^zé o, 

W = ||a u «"II. 
Groupons dans le terme p toutes les singularités de P, 
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Q, R, écrivons donc 



—7— = M I^ U 



= 11 a u' — /?(aa'-f- pu'-hY")|| 

= — />a||tt u' m'||=— PW, 



W(x) = yi(xo)e 



~/PrfX 



Si donc W(;ro) 7^ o, W ne peut s'annuler que pour les 
points singuliers de p{x). 

L'intégrale est donc régulière tant qu'on n^atteint pas un 
point singulier des coefficients. 

5. Soit 

(0 g =/(-,r) 

une équation différentielle du premier ordre; à quelle 
condition doit satisfaire la Jonction f{x^ y) pour que 
les courbes représentées par V intégrale générale 

forment une famille de courbes parallèles? (Sorbonne.) 

La trajectoire orthogonale de la famille des courbes (i) 
a pour équation différentielle 



il faut et il suffit qu'on ait 






or, on a, en dérivant l'équation (2), 

dx^J^''' y> ^ dx\dx^ dy dx) **' 
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d'où la condition 



dx ^ dy dx "' 



et, en éliminant -r-> 
' dx 



(3) -^=/(x,v)^. 

m 

Donc /"(^j y) satisfera à l'équation aux dérivées par- 
tielles (3), dont rintégrale est 

(4) ^+J^/=?(/). 
Posons 

on aura 

On n'a qu'à dériver, en ^, d'où ^ en fonction de /? 
6. Etudier l^ équation différentielle 

(I) y^iciy-[xi^^)y = '' 

par le changement de variable 

(2) ^=^-^î-^-^^-^ 

[A, B, a, 6 sont des constantes. Les dernières sont arbi- 
traires (*).] 

L'équation (i) donne 

,-^ , a h — a — a- — A, /B — ih — ah m\ 

(3> ^-i^ = — îi y^\ — 5ï — ■^^)y- 



(*) Halphen, Mémoires de V Académie des Sciencesy t. XXVIII. 
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Nous poserons 

( b — a -r- a* = A, 

( 6(a-h2) =B. 

Dérivons (3), deux fois, il vient 

(4) z +-^ -^- + -.j;5 = o, 

aj'anl posé 

!Kx=^ia-\- b — a* =A-i-3a, 
Bi = a(6-h2 — a) = B — 2A--3a«, 

a étant racine de l'équation (5) provenant du système (1) 
par élimination de b 

(5) a(a -+- i)(a H- a) -h A(a'-+- 2) — B = o, 

(4) et (i) sont identiques, sauf quant aux valeurs des coef- 
ficients, d'où les remarques suivantes : 

i" A = B = o. — L'équation (i) est à coefficients con- 
stants, donc intégrée. 

Alors (5) admet la racine a = — i , qui donne 

Ai= Bi = — 3. 

t 

Donc (i) est intégrée pour 

A = B=— 3. 

2" A = B = — 3. — Alors (5) admet encore la racine 
a = — I , qui donne 

Al = — 6, Bi = o. 

Donc (i) est intégrée pour 

A = — 6, B = 0. 

3" A = — 6, B = o. — L'équation (5) admet la racine 
a = — 3, qui donne 

A,= Bi = — i5. 
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Donc (i) est intégrée pour 

A = B= — 15. 

Nous apercevons une loi : (i) peut être intégrée ainsi 

pour 

A = B = i — n», 

n étant un entier, premier avec 3. 

Démontrons-le : 

Soit 

A = B = i— /i«, 

(5) admet la racine a = — i , qui donne 

Al = — (/i«-h 2), B, = /i«— 4. 

Donnons ces valeurs à A et B, (5) admet la racine 
a= — /i, qui donne 

Ai = — (/i*-H 3n -h 2), Bi = o. 

Donnons ces valeurs à A et B, d'où la racine 

a = — (n-f- 2), 

qui donne 

Ai=B, = i — (/i-h3)«. 

7. Trouver une intégrale de Inéquation 
, d^y __ A_ 

qui soit de la forme 

{x — oi)V'{x — P)v 

(A est une constante). 
Soit 

^ ^ z {x — %)r{x — ^ «' 

P est un polynôme entier. 
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D'autre part, développons z suivant les puissances dé- 
croissantes de X 



z 



= a;|i+v / I _ |\^/i _ I y == arlA-Hv+ B, arl*+v-i ^_ . . . . 



Si nous faisons [ji -f- v = n — i , nous aurons 

Comparons (2) et (3), ^ est une solution si l'on a pour 
P(^) une constante 

(-i)'»/i!B„= A. 

Il est inutile de calculer B„ par le développement précé- 
dent. 

Décomposons (2) en fractions simples 

^'^^ z ~ (07 — a)'* 

A I 



(a— P)« (07 — a)'» 

D'où la relation 

A 



(5) {^([X — !)...( [JL— /H-I) = 



(a-P)« 



C'est une équation, en [x, de degré n qui a n racines. 

Nous avons donc n solutions et Téquation (i) est in- 
tégrée. 

D'ailleurs (i) se transforme en une équation à coeffi- 
cients constants si l'on prend pour fonction (*) 



T — a 



et pour variable ^ = 4^^ w. 

07 ^~~ p 



(*) Halphen, Mémoires de V Académie des Sciences, t. XXVIII. 
D'A. 4 
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8. Une surface est engendrée par la conique 

Peut-on déterminer cp de telle sorte que la conique 
soit ligne de courbure? 

Posons 

a? H- a = fi, r = ^f^î 

z = /fjL*(p(X) -^ 'xa\L — rt*. 
La normale à cette surface est 

X — X __^ Y — y __ z — z 

D(Hi,X)' 
Ecrivons cette normale 

Cette normale a une enveloppe si Ton a 

Ceci doit être vérifié pour dl = o, d'où 
Deux solutions : 



2 



o 



X*-i- n- CP = O. 



9. Trouver les courbes planes telles que, en les trans- 
formant par inversion, il existe une relation donnée 
entre les courbures aux deux points qui se correspondent 

ifig- 1) 



H' 
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5l 



Soit V l'angle du rayon vecteur avec la tangente*, on a 
de suite, dans un triangle infiniment petit, 



(1) 



tangV= -p; 



Soit p la distance de O à la tangente 



= r sinV = 



/ 



,'2_|_ ,. 



dp 
d? 



= rr 



pi — rr" ->r ir'^ 

1 ' 



Soient ds l'arc de courbe et R le rayon de courbure, 



d'où 



ds = t/0 v/z-'-H/-'», 



R = 



ds 



rdr 



d% -h dV dp 



Nous emploierons celte formule (2). 




Soient r<, /?,, R4 les éléments de C, courbe transformée 
de G, on a 



(3) 

et cette relation donne 



rri = 1 



(4) 
(5) 



R,= 



Pi 
ri dri 
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Kn établissant une relation entre R, R^ , nous avons une 
équation difTérentielIe. 
Soit, par exemple, 

nous avons 

dp ir dr , i 

-^ -4- -1. r =0, 6 = -> 



a 

G=/>(r«-+-^>). 

Remplaçons/) par « nous obtiendrons 9 en fonc- 

lion de R par une quadrature. 

10. Soit Q la projection d'unpointM d'une sur/ace S 
5wr M/i plan fixe P. aSo^V N /e point de rencontre de P 
a(^ec /a normale, en M, à S. 

Trouver les surfaces S ^^Zfe* que la longueur QN 
^o/^ constante. 

Lignes de courbure, (Sorbonne, 1899.) 

Le plan P sera le plan xOy, N a pour coordonnées 

\=i a; -^ pzy \ = y -\- qz, 
d'où 



(i) QN =(X — ar)*-f-(Y— j^)«=(/?2-+-^«)«2= K«. 

On a l'intégrale première 
(•2) pz=iaq. 

d'où l'intégrale complète 

(3) — ^ = — 1, -+■ b = X cos M -+• ^ sin a -h 6. 

'^ ^ /i -h a* 

Nous posons 

6 = U(m) 

r 

et dérivons (3), par rapport à m, 

— U' = a? sin a — ^ cos m. 



j 
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Exprimons ir,jKct^ en fonction de deux paramètres u eti^, 

ar = (U -4- v)co%u — U' siuM, 
^ = ( U -+- p ) sin a -H U' cos w, 

z = ^iKv\ 

ce sont les équations de surfaces moulures, dont les lignes 
de courbure a = const., ^ = const. sont tontes deux 
planes. 

On peut reconnaître directement que les deux familles 
de lignes de courbure de la surface 

-— H- U = a? COS w H- y sin u. 
l]' = y cos u -h X sinu 

sont planes. D'abord, on a 

(2) z dz = K {cos udx -hsinudy ), 



d'où 



I 



Kcosu Ksinu 



-4-/,»+^» =1-4- — = 



d'où 



p Kcosu , cf Ksinu 

^ = , = — T o = 



, Ksine/ , K^cosa , 
aa = ^ aw r- dz, 

,, Kcosw , K^sinz^ _ 
do = - du r ai: 

Tëquation différentielle des lignes de courbure 

dx db — dy da ^= o 
devient 

dx[(K^-^ z^)co%udu — zsmudz] 
-H <a^K [( K* -h z' ) siiiM du -^ zco%udz\ = o, 
(K'^-'r z^) {cos udx-^smu dy) du -^z{co%udy — s\nudx)dz = o^ 
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OU encore 

— — — z dudz ■+■ z{\}''-\' xcosu -h y sin u ) du dz = o, 
( ^ -4- U -h U'H- ~] du dz = o, 

d'où les deux solutions : 

\^ dz = o^ z = const., famille de plans parallèles; 
2° du = o, M = const., mais alors Téquation 

\}' z= y cos u — x%mu 

donne une seconde famille de plans perpendiculaires aux 
premiers. Les lignes de niveau et les lignes de plus grande 
pente de la surface sont donc ses lignes de courbure. 

z^ 
Remarque, — En remplaçant -tt par une fonction quel- 
conque de z^ la même méthode donne les lignes de cour- 
bure d'une surface moulure quelconque. 

H. Etudier V équation aux dérivées partielles 

(i) px-^qy^l. 

Trouver les lignes asymptotiques des surfaces inté- 
grales. 

Surfaces telles que ces asymptotiques soient données 
par V intersection des paraboloïdes 

xz = cy^ 
pour l'un des systèmes. (Sorbonne, 1898.) 

On obtient, de suite, la solution générale de (i) 
Dans le plan y = aa?, on a une parabole. 



a 
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Les asymptotiques sont données par 






■2 
M* 


/•(«) 
/(") 


ou 








U — 


«s 


/( 


li) = e'•^ 



Pour que TéquatioD précédente soit vérifiée par la sur- 
face z = Cuy il faut avoir 

— 2/ = o. 
Posant 

on a une équation linéaire homogène à coefficients con- 
stants, d'où 

d'où l'équation générale des surfaces cherchées, 

\ op^ y/ ce y 

Pour exprimer les coordonnées de cette première famille 
de lignes asymptotiques en fonction du paramètre u^ on a 

iC = -T — =r > J' = T — ; S > z = C w. 

Am3_|_b -^ Am^h-B 

L'équation différentielle des lignes asymptotiques est 

dz . du 



u ' 



G 
le signe supérieur donne la première famille et z == ~ la 

seconde; c'est encore une famille de paraboloïdes. 

Cette seconde famille de lignes asymptotiques a pour 
équations 

G2 G2 G 

X = -T ; 5 — y Y = T ; 5 — f ^ = - • 

Au* -h Bu "^ Aa^-hBu u 

Les deux familles sont unicursalcs. 



58 CHAPITRE II. 

En combinant ces équations, nous avons 

M " N ' 

(2) M = Na 

est une intégrale première. 

Combinant (i) et (2), nous avons 



a2 


N2 


a 


2aN 


-4- 2 


F = 


■ 0. 


N 


7,2 


AOL^ 


F 








a^ 







Prenons le signe +, calculons p^ q et formons 

dz =. p dx H- q dy^ 
a* dz X dx -f- y dy x dy — y dx 



a -f- v/a-2— 2a2F x'^-^y'^ x^ H- jK- 

Intégrons et représentons par ^{z) le premier membre : 

2 «2/ 

Voici une intégrale complète. 

Les asymptotiques sont données par 

( 4 ) dp dx -\- dq dy = o. 

Prenons des valeurs proportionnelles à dp^ dx, ..., 

(4) devient 

(5) a(MF'— 2F — a2) — aF'= o, 

a est constant sur une caractéristique, mais varie de l'une 
à l'autre, de sorte que l'équation (5) exigera 

F' = o, F=— fL, 

2 

alors 



«(n- y/i-t-a») 
Ceci n'a plus de sens si a = o ; nous avons alors une 
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autre équation 

px -4- qy ± / — 2 F(z) = o. 

Ici les caractéristiques se trouvent dans les plans yz=.mx. 
Si l'on veut que les caractéristiques soient asympto- 

tiques, il faut que la surface intégrale soit une dévelop- 

pable, donc que Ton ait 

v/— -iFC^) = ^ — K. 

Nous avons alors les cônes de sommet 

(o, o, K) 

(JVou\^. Afin, de Math,, 1899.) 

14. On donne une hélice. En chaque point, dans le 
plan osculateur, on mène une droite D faisant avec 
l'axe un angle constant donné. Lignes asymptotiques 
de la surface, lieu de\^1 — Soit Thé lice 

a7 = cos6, ^ = sin6, z = /8. 

Le plan osculateur a pour paramètres : 

A = /sine, B=— /cos9, G = i. 

Ecrivons l'équation de D : 
X — X Y — V Z — z 



a 



a2+6«-i-Â:2= i. 



k est connu. Et l'on a, D étant dans le plan osculateur, 
a = j^[ — kl sin6 zp /cos6 //*_ ^2(^/2^ j^J = /nsinô ± /i cosB, 

Prenons le signe -h ; on a ensuite 

b z= — m cos 8 -h /i sin 6 ; 

d'où les équations de S, lieu de D : 

X = cosO -+- au^ 
Y = sin6 -+■ bu, 
Z = /e -i-ku. 



I 
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Écrivons Féquation des asympto tiques : 

Il d^X Xi Xi ||. 

INous avons d^ en facteur, d'où la solution 

6 = const. 

C'est la droite D. 11 reste 

o = — 2du[mk -^ l(i — A:*)] -h û?8 [%un -+- u^{i — A:*)], 

Il suffit de faire une quadrature. 

En particulier, l'hélice est une asyinptotique, car l'équa- 
tion est satisfaite pour 

tt = o {du = o). 
15. Soit ^équation 

i^ Montrer que les caractéristiques, sur la surface 
intégrale, coupent à angle droit les sections planes 
horizontales ; 

2° Former l'équation différentielle des multiplicités 
en x^y caractéristiques ; 

3° Déterminer U de jaçon que ces multiplicités soient 
des cercles horizontaux passant par V origine des coor- 
données; 

4" Pour ce cdiS^ former une intégrale complète de (i). 

Nous représentons — par U<, t— par U2. 

Le système d'équations des caractéristiques est 

dx _^ dy __ dz __ dp ^ dq 

soit un déplacement sur la surface 

Çk 5> > 

oar, ty, az, 
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s'il est horizontal 

ou 

dx 8ir H- dy ojr -^ dz^z = o. 

C'est le premier point. 

Cherchons l'équation des sous-caractéristiques. 

(ï) donne 

^ = 1 
dx p 



— > 



dq dp q 

d^V ^ dx ^ dx p 

dx^ "" /?* ~ P^ 

2U 



1 



\dx] />* 



Donc 

(2) r'=-^^f^(u»-i^'ty)- 

Telle est Téquation de la deuxième question. 
Nous voulons avoir des cercles horizontaux. 

ar* -H ^* — 2 a a? — a ^ y = o . 
Leur équation différentielle est 



Ecrivons donc 



(3) y=zf^^(^y-^)- 



aU Ui Us U,-f-U, / 



rr> 



dU (^U , 

iLix -hyy') __ 1 àx ày^ 
x^-^y^ ~' 1 U 

v/Û = — ^ 

Passons aux coordonnées polaires avec cette valeur de U 
(i) devient 

(•') /'''+7îy"=5' 

dz , âz , 
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On a rintégrale première ^'=const., d'où une intégrale 
complète. 

16. Théorie du facteur intégrant. 

dx dy 



(T) 

Si l'on a 

il en résulte 



X(a7,7) \{x,y) 



Amx+|:MY = o, 



yiÇi dx — l^dy)~da{x,y). 

Ayant un multiplicateur M, tous les autres seront 

Mi=Mcp(M) (cp arbitrai re ). 

La recherche de ce multiplicateur d'Euler équivaut à 
celle des transformations infinitésimales de Lie, les- 
quelles donnent des résultats d'une façon intuitive. 

Ici le facteur M existe toujours, bien entendu, avec cer- 
taines restrictions de continuité... 

(II) V{x^ y^z)dx -\-Qldy -\-Kdz ^o. 

Les solutions sont des courbes. Il y a des solutions sur- 
faces si Ton a 

^(S-f)-«(ë-£)-«(f-S)-» 

OU 

PPi-+-QQi-hRRi = o. 
Alors la solution s'obtient en intégrant le système 

dx dy _ dz 

Pi"" QT"" R^' 

Ceci donne 

y= F(^,a, là), 

^ = G(a^,a, 3). 
J. Bertrand a montré qu'il suffît alors de différenlier y 
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et z en a?, a, p, de porter dans (II). Cela donne 

Intégrons, nous avons 

/(«,?) = G. 

Remplaçons a et ^ en fonclion de x. y^ z, nous avons les 
solutions 

(E. Picard, Cours lith., Hennann, i88^). 
17, Soit la surface 

X = açp(a)-h psin6 cosw, 
y ■= V sin6 sinu, 
^ = p cos6. 

9 est une constante. Exprimer que la ligne de striction 
se trouve dans le plan y Oz. Lignes asymptotiques» — 
Le plan tangent sera 



o = 



X — x Y— ^ Z — ^ 

acp' — (^(jsinM pœcosw o 
(jcosw ffsinw Y 



eu écrivant (T= sinô, y = cosÔ. 

Les paramètres de la normale sont donc 

A = -^(sv cosw, 

B =Y(^^sina — ac& 

G = aacp' sina — t*p. 



Dans le plan^O^, on a 



V = 



ace 



(T cosa 



Les paramètres sont 

A' = 
B' = 

G' = 






, . cracû 

(ja<p sinw -f- i- 

* cosw 



64 CHAPITRE II. 

Au point infini, les paramètres sont : 

A'^ yacosa, 

Nous exprimerons que ces directions sont à 90"; alors le 
point central se trouvera dans j^O^. D'où 

-f- <p'(a) sinw = o, cp = cosM, 



cosu 
c'est-à-dire 



9' = — sinw, <p' = — cosM. 



Ecrivons l'équation des asymptotiques : 

(acp' — v<scosu)du^ — ^(jsinududv a^ — cdsinu (tcosu 
0= — pj sin w â?w'-t- 2(T cosa â?w û?(^ t^acosw vsina 



Kous avons la solution du = o. 
Ce sont les génératrices. 
• Puis une équation de Bernoulli. 

18. Former une solution de 

contenant le cercle 

Écrivons l'équation des caractéristiques 



dx 



dy _ dz __ dp ^ dq 



a^p a^q z^ — a' pz qz 
Voici deux intégrales premières : 

y/^*— a"^ = kp == klq. 
Cependant elles ne sont pas distinctes, car l'on a 
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Mais nous avons alors 

Voici les caractéristiques avec les Irois paramètres or®, 
Formons la combinaison 

Nous vovons l)ien qu'on peut obtenir une surface de 
révolution; il suffit de poser 

Pour ;: = a, on a 
d'où R2. 



19. Condition pour que les courbes, intégrales de 

forment une famille isotherme. En déduire un facteur 
intégrant. — Soient 

(a) u{x,y)=zaL 

les intégrales de (i). u doit satisfaire à l'équation de 
Laplace. 

Soit [X un multiplicateur de (i) : 



du du - 



D'A. 
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= -^ — r- donnera la relation 



ày dx dx dy 

D'autre part, u est harmonique, d'où 

(3) et (4) nous donnent 

d'où 

à^ ^ fàf fxdy-f^dx 

Pour qu'on puisse déterminer [x, il faut que le second 
membre soit une différentielle totale exacte. 
D'où, pour /, la condition 

d_[ dy ] __à_\ àx 



OU 



(-/■)(g-SJ)-/[(|)V(|)'] 



= o. 



Posons 

â^ f d^f 

-H^ -4- -T-^ t= ^if (paramètre différentiel du second ordre), 

dx^ dy^ 2./ vr /i 

(-pj -Hf-r-) = ^i/ (paramètre différentiel du premier ordre), 
ou 
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Si cette condition est remplie, nous aurons 

àx ^ dy 

^-^-y^ ^dv{x,y\ 

logfi = loge — \ log(i H- /«) 4- v{x, y). 



d'où 






I 

20. Soit une famille de courbes 

(F) x^-\-iy^ — nz'^, x^-hy^-^z^=^z. 

Démontrer qu^ elles sont les trajectoires orthogonales 
d^une famille de surfaces. 

Lignes de courbure de ces surfaces, 

(Sorbonne, 1901.) 

Cherchons le sjslème d'équations difierentielles des 
courbes (F), en diflerentiant et éliminant a, p : 

X dx -+- iy dy =^ :lz dz r=. 1— dz^ 

z 

7.x dx -h iy dy -f- yz dz =^ ^^dz ^=^ dz 

ou bien 

,,. dx dy dz 

<I) -^ - 



•iyz{y^-\- z^) — xz{x^-\-^y^-\- z"^) — ixyz^ 

L'équation des surfaces trajectoires orthogonales est (s'il 
j a intégrabilité) 

(i) ^ dx-\-Çldy-^Kdz=zo\ 

P, Q, R sont les dénominateurs de (I), et l'on a bien la con- 
dition voulue. 
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Intégrons par la méthode de J. Bertrand : 
dx _ ^ __ dz 



o lyz x* -h iy* -h z* 

y dy o.zdz 



a? = a, 





y^ a« -t- 37' -h -s* 


Posant 






j.«=Y, :5*=Z, 


il vient 






dZ Z , a« 



équation linéaire qui donne 
on 

Eliminant x et .s, il vient 

— 'iy\^ — a* ) û?a H- a ( -^ -4- 2 j'* ) d^K 

-^^yi \dy'\' — —lydy — T.T.d^) = 0, 

— 2Pû?a-i-arfp = o, p = 2Ka«=2Ka7«, 
d'où 

Cette surface est engendrée par le cercle mobile 
x = \y, a?' -h 7» -h «s* = 2 A: X a?, 

qui est ligne de courbure. 

La deuxième famille de lignes de courbure sera donnée 
par des sphères tangentes en O au plan xOy 

21. Enveloppe des plans 

(i) 2Ma7-H2f'7 4- (i— M*--P*)« =/(a)-h ç(v). 
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Montrer que les lignes de courbure sont planes. Déter- 
miner f et o de façon que les plans des lignes de cour- 
bure d'un même système passent par une droite fixe. 
Lignes asymptotiques de la surface enveloppe. 

(Sorbonne, 1906.) 

Les coordonnées de l'enveloppe sont données par (i), 
(2), (3): 

(2) IX — 1UZ ^ f'(u)^ 

(3) 7.y — ivz=zo'{v). 

Posons 

A: = 1 -f- tt' 4- v' ; 

les cosinus de la normale à la surface sont 

~~ k ~ /c ~' k ' 

Soit w = a, constante; alors le plan (2) a sa normale fai- 
sant un angle constant avec la direction c, d ^ c''. 

De même pour ç? = p {théorème de Joachimstal). 

Donc les lignes de courbure sont dans les deux familles 
de plans (2) et (3). 

Pour que les plans (2) se coupent suivant une droite, 
écrivons que leurs traces sur xOz ont une enveloppe 
réduite à un poiut 

— z =/''(u) = const. 
Nous avons ainsi 

y = a w* H- 2 6m -h c, 

Les lignes asymptotiques seront données par 



«) s 



de dx = o. 
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Différentioiis (2) et (3) : 

idx — ludz — 9.Z du = /''(u)du = ladu^ 
idy — IV dz — 2z dv = -àœ dv. 

Il faut donc calculer z el dz : 



^ ^ /-!-? — m/— (;cp^ ^ 



y 



dz = — 



k k 

9. Il du r , ^ ^., 7.V dv 



■j^[a -h m -h (a — a)y^] _- [a 4- m -h (a — a) 1^2], 



dx = u dz -h —jT [a -h m -\- ( a — ^)v'\, 

dy =Pâ?z-h-T-[a-i-m-f-(a — a) m*]; 
, - iu du ^v dv 

de =-^(i-u^-^-v^)du-^^dv, 
de' = — ^du-h-^{i-^u'''-v^)dv; 

ou bien encore 

- _ u du ^ V dv 

, B ^ . „ , , *>.uvKdv 
F^'~^ ^^^ T^ — ' 

- 'luvB , A, , ... 
dy = _.û?w-+-— (r-M^î— (^*)é/p. 

Ecrivons Téquation (4), en supprimant -jr : 

Mdu^ -^^dudv^V dv^=z o. 

On trouve 

N = o, 

M = 2 BK*, 

P =2AK«. 
Or 

A = a-h/n-i-(a — a) m' ne dépend que de u 
et 

B = a-f-/?n-(a — (x)v^ ne dépend que de v. 
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Donc les lignes asymptotiques sont données par des 
quadratures faciles à elTectuer. 

22. Etudier V équation 

py — qx 



(I) K = 



v/a7*-+-^* /i ■+-/)* -H ^* 



Montrer que les caractéristiques sont lignes de cour- 
hure des surfaces intégrales. — Passons aux coordonnées 
polaires; (i) devient 

(i') K«r2(n-/?'«) — ^'«(i--Kî) = o. 

D'où l'intégrale première du système des caractéristiques 
y'=z=const.; d'où une intégrale complète. 
Écrivons (i) sous la forme symétrique 

(»') (/>^ — g^ar)»— K«(a7«H-^«)(n-/>«H-5r«) = o; 

posons 

py — qx = \5^ i-Hjo'-h ^'= V, 

R = x^-\-y^. 

Le système des caractéristiques est 

dx dy dz 



dp dq 



Vérifions que ces courbes donnent lieu à l'identité (voir 
plus loin, p. 83) 

dx -h p dz __ dy -\- q dz 
dp dq 

Ceci donne (i") 

U«— K«VR = o. 

Remarque. — U = const. est une intégrale première 
de(I). 
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23. Equation adjointe. Transformation de Laplace. — 
I. Soient les sj^stèmes 

dx 

(i) ^ "i^ "^ ^*^ ■*" ^^y + ciz = o, 

dm 

-rr ■+• aX -h «1 Y -h ajZ = o, 

^^^ ; - !^ H- 6X -h ft, Y -4- *,Z = o, 

-; HCX-HCiYH-CjZ =0, 

Ils sont adjoints l'un de l'an Ire, et l'on a 

rf(Xa7-f- Yj^-f-Z«) = o. 

Soit donc la solution de (i) 

On aura' la solution de(2), C|, c^^ c^ étant des constantes, 
par 

Xa7i-i- Y^iH- Z«i = Cl, Xa7j-+-. . .= C2, XarsH-, . .= C3. 

D'autre part, soit Téquation différentielle 
(i') a7'»-+-/?iir«-i + ...-i-p„a7 = o. 

Multiplions par y, intégrons; nous avons une partie Q et 
en plus 

(— i)'* Ar'*— {p\yY-^-^^PxyY-^^' . --^ (— 0"i>n7] x dt. 

Annulons la partie entre crochets : 
* (2') 7" — (/'i7)""*"^..-=o- 
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Si l'on transforme (i') en un système (i) et (2') en un 
système (2), (1) et (2) sont les systèmes adjoints précé- 
dents. 

Par exemple, soient Y,, Y2, . . . , Y/j n solutions de (2'); 
la solution de (i') sera 



X 



= ^'^ ^'-dv^-di^-'-dry' 



Le facteur qui précède le déterminant est l'inverse du 
ivronskien des Y;^. 

II. Soit Téquation 

Les P sont polynômes en x de degré ^p, Laplace pose 

y— I \(z)e^'^dz. 

Un terme tel que xPy^'^^ donne, par Tintégration par 
parties, 

(V^'"ar/'-ie«^)g--...-+-...H-(— i)/» / c*^^ — \z»^dz. 

Nous sommes ramenés, pour intégrer (3), à annuler cer- 
tains termes aux points a et ^ et à annuler l'expression 

sous le signe /, ce qui donne une équation (4) d'ordre /> 

et non d'ordre m. 
Par exemple, soit 

(aoX-hbo)y^"^^-h(aiX-^bi)y^'f'-^^-^...-h{amir'^b,n)y = o. 
L'équation (4) sera 

(4) ^— ao^V «'«-+- 60 V^"M -h...= o, 

de la forme 

Ç = B.{z)dz; 
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R est une fonction rationnelle dont numérateur et déno- 
minateur ont le degré m. 

24. Application : Intégrer l^ équation (Laguerre) 

— n[/w^"*-i-f- {m — i)a^'«-*4-. . .-h ky^ = o. 
L'adjointe est 

-; — xu ; r(^^ — nm)u 

ou encore 

-h (ti-H i) [mw"*-» — (/n — i)aM'«-2±. . .±: ku\ = o. 

Appliquons la mélhode de Laplace, en remplaçant z 
par — z\ (4) donnera 

-h(^-t-i)V[m^"t-i4-(/n — i)a«'»-ï-h...-}-/:] = o, 

d'où 



Soient z^, ^2? •••? ^m '^s racines; nous les prendrons 
pour limite inférieure a. Pour ^ nous prenons ihoo, de 
sorte que e~^^ s'annule. 

Voici donc les solutions de l'adjointe 






Uk 



L'équation donnée est intégrée. 

25. TniÉOlUE DU DERNIER MULTIPLICATEUR (Jacobi) : 

dx dy dz 

^' X(a;,j',z) Y Z 
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Le multiplicateur M est déHni par 

ox oy oz 

Soient y= a, o= P deux intégrales premières de (1), 
^ le symbole d'une fonction arbitraire; tout autre multipli- 
cateur est 

M,= MJ(/,(p). 

Si Ton connaît M et cp, le dernier multiplicateur, qui 
achève l'intégration, est 

M 

do 
dz 

Tirons ^ de cp = p; alors 

^{Xdjr^Ydx) = dF(x,y) 
âz 

(E. Picard, Cours lith., 1887). 

26. Application, 

I. Soient deux polynômes du second degré P(x,y)^ 
Q(a?, y) ayant mêmes termes homogènes du deuxième 
degré. 

SoitF(x, y, z^ u) une fonction homogène du deuxième 
degré. Mettre les polynômes sous la forme 

¥{x,y, a, b), ¥{x,y,a, ^) 
et montrer que la relation 

(2) .2v/P(^,r)Qa.^)-S^-^^-a5^-P55=const. 

vérifie le système 

dx _dy _ v/P(rg, y) 
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La lettre A ou H désignant un ensemble homogène de 
degré 2, on a 

F(a?,7, a, b) = h(x^y)-^U{a, ô)-t-(Xa-t-fJL6)rc-h(Xia-4-fxi6)^. 

Soit, d'ailleurs, 

P(^» y) = h(x, y) -+- mx -f- ny -\-p. 

Nous résolvons facilement le système 

avec les analogues en a, p, /ni, /ij, /?|, ces trois derniers 
étant les coefficients de Q. 

Donc 

P(fl7,^) = F(a7,7, a, 6), 

PC?, ^)=Fa, 11, a, P), 
dx^ "~ (?5* ' (^a; da à^ da 



• • • ^ 



-^ et ^ sont homogènes, de degré i, donc satisfont à la 



relation 



d'où 



^ = îî-'^-î-?3|' 



()J (^a:* ^ àa? d>^ t^a? da ^ àx ôb^ 

dO , 

et -p" est analogue. 

Dans ces conditions, la différentielle de (2), relative- 
ment à x^ yj i, T|, est 

Elle est nulle, d'après (i). 
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II. Etude de l'équation 
(3, ^=7^' 

F étant une fonction quelconque. (Laguerre.) 

Associons (3) avec 



(3') 



(I) 



Soit une intégrale de (3') 

Les relations de (i) donnent ainsi 

dx dy d\ 



6' 



/Q n/Q \/p 

Éliminons Ç entre ces deux équations : 



d^y e'v/Q 



"(i) 



C'est (3>. 

Or, nous avons vu que la relation (a), avec r^ = 0(5), est 
une intégrale première du système (1). 

La théorie de Jacobi s^applique aussitôt, car 

d I d e'(0 d I 



Donc le système (I) a une deuxième intégrale 

I ^'(^)dx-'dy 

ai 

X est le premier membre de (a). 



(4) fi = const.= . , , 
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(4) est la solution de (3), puisqu^il y a deux constantes 
arbitraires X, [jl. 

6'($) est une fonction connue de tj, puisqu'on connaît 
7| = 6(5) solution de (3'). 

Enfin, par (2), t^ s'exprime en X, a?, y. 

Donc (3) s'intègre si l'on a une solution particulière 
de (3'). 

27. Démontrer, par la théorie générale des fonctions, 
la relation 

H-oo 

(Stieltjes.) 

Si J^z désigne un logarithme bien défini de z^ tous les 
autres sont justement 

Donc la série représente une fonction uniforme (elle 
converge comme ^^"^jî soity(^). 

f{z) =f(-j elf(z) tend vers zéro si |z| devient infini- 
ment petit ou grand, le dénominateur de chaque terme 
croissant indéfiniment. Dans ces conditions, f(z) ne peut 
devenir infini que si l'un des termes est infini. 

Prenons J^z = J^^qZ, celui dont l'argument est nul sur 
Taxe réel, et écrivons 



00 



•^^''^ (4:o^)*"^^(-c:»^p' 



00 



on a le pôle 5 = + i . D'ailleurs 

<'2) /(i_H/i)=J-^n./n--_H_...j _!-..,. 
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Donc ce pôle est double. La fonction a-t-elie d'autres 
zéros que ^ = o, oo? 
Calculons 

r f 

I '-T dz = 7.T^i(T, — p ) : 

r est un contour renfermant tt pôles et p racines. 

A cause de la convergence uniforme de la série et de la 
série dérivée terme à terme, on voit de suite que, si F est 
un cercle de rayon inHni, l'intégrale est nulle, d'où 

ir = p. 

Comme il y a un pôle double, nous n'avons que les 
deux racines o, oc. 
Donc 

et la relation (2) donne 

A = r. 

Remarque. — Faisons z = e", puis intégrons : 



-I- iw 



_î —=y( ! '- ^ 

Faisons « = 0; deux infinis se détruisent : 

e" — I 2 u jhKà\u-^ imzi a/i'Hf/ 
n =±i, ±2, ±3, 

28. Soit une série convergente (o <C ^ < i) •' 
(1) /(rr) =N — ^sin2/i7:ir. 



i 
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Démontrer que la dérivée est, quand la série (2) con- 
verge uniformément, 



sin Tzx ^H 

(M. Lergh, Ann. Ecole norm., iSgS). 

Posons /'(j?) = g(x) et intégrons 5'(^) après avoir em- 
ployé la transformation .d'Abel : 

n n — 1 



Ap = éio~i~ ûti -+- dj-f-. . .-4- ût^j, cip=Cp — Gp+i, 

d'où 

Ap = — CpH-i, car Co^o, 

6p= sill(7./> •+• 1)113?, 

d'où 

bp — bp^i = — 2C0sC2jD H- 2) TU a? sin ira?. 

Si donc g{x) converge uniformément, nous pouvons 
intégrer terme à terme, ou encore intégrer de Xq à x^ : 

n— 1 

2n / \ n sin(a/i-H r)ita? 
2irCp+i cos(2i? -4- 2)ira7H-irGn_Hi : ' • 
'^ siniuiT 


La première somme donne bien, pour /i = 00, 

Il suffit de voir que le reste tend vers zéro : 
„ ^ /*''*sin(2/iH-i)ira? 

K„ = ir ti/,4-1 / irrz" 



•*'o 



dx 

X 



^ Ir — cos(2n-f-i)ita?Vt 
I L (2/1-1- i;irsini:a7 J^-, 



Jr^*cos(2/i-Hi)ira? — ircosicar - 1 
^^ (2/H-i)x sin^ira? i' 
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Nous avons en facteur un terme de la forme 



8i 



n-h I 



lequel tend vers zéro puisque la série converge. 
Par le même raisonnement, on a 

cp(a?) = Xj"^ cos2/iira?, 
1 

^'(^)= ;jT^51(C/t— G„+,)cos(2/i-f-i)itar. 
sin 7C»r Jmm 



Application. — Calculer 

„ , . v^ sin'i/i::. 

1 

•0 



o <a7 < I. 



or 



D'abord F et G convergent (uo*/-, par exemple, Lebesgue, 
Leçons sur les séries trigonométriques) ; 



d'où 



F'{ar)=-i, 
F(a7) = — a? -h a; 

pour x=:-9 chaque terme est nul, d'où 



a = — • 

2' 



d'où 



G'{x) = — TT cotric, 
G(a:) = — 4^sinTca7H- ^ ; 



faisons x = -> la série donne 

2 



d'où 



ou 



2 i ^ 



D'A. 



G 
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29. Soit une fonction développée en série de Fourier 



soit 



n 



Sn= ^ +^al+ bl 



Démontrer les relations 



in ^tr: 



(I) S 




f{^)f{y) 



sin — - — {x—y) 



sin 



x^y 



dx dy^ 



(^) 



lim S„=- / y{x)Ydx 



(A. HuRwiTz, Ann. Ecole norni,, 1902). 
Partons de F identité élémentaire 



sin (a? — y) 



. X — y 
sin ^ 



-4î 



'1 



Ècri 



cos(:c — y) -4- cos 9.(07 — y) -+-. . . 

co^n{x — y) . 



cnvons 



cosA:(a? — y) = cosX:a?cosX:y -h %\xikx?\nky\ 
les variables se séparent et (i) est prouvé. 

Fig. 8. 




*t l(^dÇ) 271 



Transformons l'intégrale (i). 

D'abord prenons deux fois l'intégrale relative à OAB ; 



'^ 
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puis, dans OAB, remplaçons le rectangle élémentaire dxdy 
par le parallélogramme de hauteur dy et de base arfÇ 
(aç = OM définit la droite MN parallèle à OB), 



soit 

2 7C — a- 






D'après la théorie générale, on aura 



lim f 



sin(2n H- î)J „, >^ jf "ï^rr^/ ^ *?/ \i 
L__IiF(20^$= -[F(-+-o)-+.F(2ir — G)], 

F(H-o) + F(2Tr~o)=y f{y)f{y)dy. 



D'où la relation cherchée, si F est continu, et ce qui a 
lieu lorsque f est bornée et intégrable (* ). 



(*) Pour les questions fondamentales de V Analyse, voir les Livres 
classiques de MM. C Jordan, Picard, Goursat, Humbert, Dini, Osgood, 
de la Vallée-Poussin, Appell et Goursat; 

Pour la Géométrie : MM. Darboux, Bianchi, Raify, Vessiot; 

Pour les Exercices : MM. Frenet, Villié, Forsyth, et surtout Tisscrand- 
Painlevé. 
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1. POLYNOMES X/i DE LEGENDRE 

-7==^== = i+y a"X«(a7). 

Démontrer^ par les résidus, la formule de Ro 
drigues (Stielljes), 

L'on écrira aussi bien 

X„ 



./m 

Va' a 



2da' 



X -\-\ 



Posons a = z, on aura 

=^'»-l-4-Xi<«»-*-f-...H ^4- 

v/l — 2>SiF H-^* ^ 

Intégrant suivant un cercle de rayon très grand, enve- 
loppant les points critiques, Ton a 

Je z^dz .^ 

f ==2'7ctX,t; 

calculons Tintégrale en posant 

I — 1ZX ->r Z^ ^^ {u — zy. 



86 
Pour 

on a 
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^| = R, 



\ u — a7| = 2R-i-e, 



e tendant vers zéro avec ^ • 

Nous pouvons donc faire décrire k u un cercle F' de 
centre x et de rayon 2R : 



r= f ("'-')" du. 



Or, ceci est bien 



iTzi d" 



i^n\ dx**^ 



(a;»— i)«. 



2. — FONCTIONS DE BESSEL 



'n(^)=2 



{—\)P lx\f^^^P 



Vp n -h p \2 / 



Démontrer les relations 



JJ 2 /i j Y I M J fi 



Équation différentielle de J„. Racines de in 



n — \ Amà \p 

1 ' — 



n — \-\- p 



Dans J„^| , faisons p=^q — i : 



«-Hl 



-2 



-(-'Kir 

\q — I 11 -\- q 



-H-ïç 
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Remplaçons l'indice q par p et ajoutons : 






= n- Jrt. 

3 iF 



Faisons la différence : 



. , ^ (—£)/'(/! -f- -2;)) /iF\»-»-^-^/' 



C'est bien 



Écrivons alors 



c^ar 






Nous avons, sans difficultés, l'équation différentielle 

Remarques. — i** La formule vaut encore pour /i t= o, 
car les précédentes valent en posant J_| = — J| . 
2° L'équation (i) s'écrit aussi bien 

Démontrer la relation 

pJ„(a)J„_,(P)-aJ«(P)J«^,(a) 

Nous avons 

a? 

j;(pir) = ^J„(Par)-pj„+,(Pa?) 

(l'accent désignant la dérivée en x^ non en a^). 
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Ecrivons, d'ailleurs, l'équation (2) sous ces formes : 
d^ Il j. d^v 

u = v/â^J,i(aa?), / = a« ^^^ \ 

On a de suite 

qui donne la i^elation cherchée. 

Démontre?* que l'équation Jn{x)=^o n'a que des 
racines réelles et que J,, et 3n+\ n'ont pas de racine 
commune. — Si J,i admettait la racine olz= a-^ bi, il 
admettrait la racine ^ = a — bi. 

Posons Jrt(a:r) = A + Bf, J;,(P^)= A — Bi. Le théo- 
rème qui précède donne 






ce qui n'est pas possible. 

La deuxième partie se démontre de même; on aurait 



/ar[J;i(aa7)]2 dx = o. 



L'équation Jn(x) = o a une infinité de racines dont 
l'intervalle tend vers tî. 

Rappelons un théorème de Sturm (*). 
On a 



(*) Journ. de Liouville, t. I. Voir les belles applications de M. E. 
Picard, Traité, t. III. 
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Soient Xq, x^ deux racines consécutives d'une intégrale y. 
Une intégrale z quelconque a au moins une racine 
entre ^o et X\, 

Ceci résulte aussitôt de 

Soit, de plus, 

®(^)>« pour a? > o (a>o). 

Faisons if^^ a, d'où, C| etC2 étant arbitraires, 

l'intégrale ^ = o ayant une infinité de racines positives; il 
en est de même pour y. 

Eu égard à l'équation (2), la première proposition est 
prouvée. 

Pour 07 > L, on a 

^ I — 4 n* 

I -H 71 > IH ; > I — e. 

s et 7i tendent vers zéro avec y 
Écrivons les équations 

La première admet la solution 

* 

^ = sinv/i — 6(^7 — a) 
qui a les racines 

X — a = o, /i — z{x — a) = ^Tc. 

Pour la deuxième, la solution 



z = sin /i -h r/a? — a) 
a les zéros 

X — a = o, /n-T^(a7 — a) = Â:ir. 
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Donc la fonction u = ^xJn{^)^ qui satisfait à (2), a 

une racine entre a et a H — * Soit b cette racine, 

\/i-i- e 

a étant déjà une racine de u. 



TT 



D'à 11 Ire part, a -\ — ' sera entre a et b, d'où 

lim(6 — a) = Tz 

lorsque a: devient infini. 

{Cours de M, Picard, en 1900.) 



3. FONCTIONS BETA ET GAMMA. 

Par définition, 

r(a) = / x<^-^e-^dx (a>o), 

(a, b) = I x^-^(i — x)^-^ dx (a>o, 6>o). 

Intégrons par parties : 

V(a -h i) = aT(a), T( n-h i) = \n (n entier). 



B 



1^ • y 

r aisons x = — - — : 



Transformons ^r; — - en produit. 

r(a) ^ 

On écrit 

ce qui donne 

r(a) = lim /i«-i / \i — -57 ^^• 

En effet, si Ton pose 

i-5« = Ç, 



1 



TRANSCENDANTES CLASSIQUES. 9I 

on a 



e tend vers zéro avec Z, c'est-à-dire avec -• 

^' n 

D'ailleurs, 
$ étant arbitraire, prenons, par exemple, $ = <?"*; alors 

r^ _ - . I 

I /i« < r« * rf5 tend vers zéro avec — et nous avons à cal- 
culer 



[im / , 



^ )«-+-'*-« dy. 



li 

d'où la formule demandée. 

Prenons donc n entier et posons z'^= y : 

I y'-Hi — y)^-^ dy 

/i — I /i — 2 I /* * 
= . . . ^ ■' — • • • — — — — ^-^^— 1 ( I — 

a a-hi a-h n — 1 J^ 

T./ V 1- r ^ — I ^ — 2 I ï 1 

r(a) = lim /i« . • . • 

n=«L ^ a-4-i a-4-/i — aa-f-Ti — ij 

La quantité entre crochets s'écrit, en prenant l'inverse et 
en posant a == 5, 

Les exponentielles sont introduites, conformément aux 
idées de Weierstrass, pour obtenir un produit infini con- 
vergent. 
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Rappelons que la constante d'Euler est 



G = lim ( — I h.. .H -iln)j 

n=:«o\l 1 n I 



r(z) 

1 



n(-j) 



= ^ e^* ■ ■ I 4- T e 



Les valeurs o, — i, — a, . . ., — /i, ... sont les pôles de 
la fonction gamma qui est ainsi étendue à tout le plan de la 
variable complexe. Faisons le produit : 






Cela résulte de ce qu'on a 

I — z Â: -H I 



IH- 



k 



('-^) 



d'où l'expression 

C'est la formule fondamentale 

r(a)r(i — a) = -^^^^ 

sinaTT 

On a la relation capitale 

^(a)^(^>) = ^(a-^6)B(a, 6), 

On peut l'établir (Stieltjes) en partant de 

/(a?, a) = / M«-* e-« du 
et en écrivant 

à ^ à 

— /[a?(i -h «), a -H h\~ \x{\-\- z)Y-^à-\ (j 4- ^)g-x{i-+-z)^ 



TRANSCENDANTES CLASSIQUES. 98 

puis Ton forme 

et l'on intègre dans l'intervalle o — :r en remarquant que, 
si l'on écrit u = zx^ on a 






d'où 

f[x(i ^- 6), a H- b] B(a, b) =/(x, a) /(x, b) (o < 6 < i). 

On fait alors x = ao. 

La démonstration classique de Jacobi consiste à partir 
de 

xa-\ g-tx dx = — —^ , 









On multiplie par y^~^ dy et l'on intègre dans l'inter- 
valle o 00. 

Soit la série hyper géométrique de Gauss 

17/ . V ci'b a(a -!-i)6(6-+-i) ^ 

^ ^ I.C I.2.C(C4-l) 

V exprimer au moyen de V intégrale 

et en déduire F (a, 6, c, i) exprimé par la fonction gam- 
ma (*) (Gauss) 

ao 

/. xA v* ^(^^-O-'-C^-H/i — l) 



I .7. . ./t 



a7«. 



(•) Hermite, Cours, 4* édition, 1891. 
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Posons donc 
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J =2J/l^^ 



on a 



_ b(b -\-\),. .(b-^ n — i) T(a-\-n)T (c — a) ^ 
'* ^' r(c-+-n) ' 



n\ 



mais 



d'où 



r(a-h/i)=a(a-hi)...(a-+-/i — i)r(a), 



J = — ^ — _^ ^ i F(a, b, c, a?), 



r(c) 



et, pour :r = I , 



^(-)^(^-^)F(a,6,c,i)=î:(-)r(--«-^) 



r(c) 



r{c-6) 



Remarque. 
verge, pour x 



- Il faut, bien entendu, que la série con- 
I. Or 



u 



n 



I -h /l C -h /l I 



u,i-^-\ a -\- n b -\- n x 



Soient 



a=a'-\'ia', b = b'-hib''^ c^c'-hic"^ 



u 



n 



ihi-hl 



=l/i-4- -(iH-c'— a'— 6')...= H--(t-Hc'— a'— 6')..., 



d'où la convergence pour 



c'-a'—b'>o, 



d'où la divergence pour 



c' — a'—b'<o. 



Rappelons que F satisfait à l'équation 

(a; — x^)F''-h[c—(a-^b-hi)x]F'-^abF = o, 

ce qui se vérifie de suite (G. Jordan, Cours, t. I). 
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4. — EXTENSION ANALYTIQUE DE LA FONCTION GAMMA. 

a étant réel positif^ ne pouvant pas, d'ailleurs, tendre 
vers zéro, écrivons, avec M. Prjm (* ), 






Dans la première quadrature, développons e~^ en série, 
il vient 

1 I T ' 

P(«)=r-r-TT + 



a a-+-i \,i{a -\- '>.) i.2.3(a-4-3) 

Or, ceci représente, a étant complexe, une fonction 
méromorphe dans tout le plan, ayant pour pôles : o, — i, 

Dans la seconde quadrature, d'où la valeur zéro de x 
est exclue, écrivons 

Ceci est une fonction entière de a, Q(a). Nous pouvons 
donc faire l'extension analytique en prenant pour F la défi- 
nition 

r = P 4- Q. 

Cela fait, M. Grani (-) a obtenu de nouvelles quadratures 
représentant F dans les diverses régions du plan. 
Ecrivons 







(*) Hbrmite, Cours lith. 

(^) Acta tnathemaiicaj t. XXVII. 
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est bien défini pour 

— i<^(a)<o; 

Ji = J'^ -I- J"^, deux parties correspondant aux intervalles 
d^inlégration o — i , i — oo. 

Or, 

j; = P(a)+y, r, = Q(a)_/, 

donc 

donc c'est une expression de la fonction gamma pour les 
valeurs considérées de a. 
De même 



=x 



représentera la fonction gamma pour 

— 2<^(a)<"-i. 



Etc. 



5. — FONCTION ZETA DE RIEMANN 



n=l 



Développer en série ÎJ(5+i), Soit II (5)=:r(5 -f- 1); 
nous avons 

On a 

/xa-l e-nx dx = --^ — - = — — f 

a = S -hi (Gauss); 
n(5)Ç(5-hi)= / x^(e-^-he-^^-\-e-^x..,)dx 

(Riemann), 

d'où la relation (i). 



TRANSCENDANTES CLASSIQUES. 97 

Développons en série l'intégrale du second membre 

de (i) (Stlelljes) : 

Pour évaluer a,,, partons de (5) et dérivons n fois : 

(4) ïl(«J(o)=r {i^Ye-^dx. 

Posons 

X = kx' ( A: > o ) ; 
cela donne 

(4') n<«) (o) = A: / (4^A-ar)« e-** ^o:, 

d'où nous pouvons tirer 

Soit, en elVet, 

ykx = ^1 =^ S!x -^ yk, 
d'où 



(5) 



•A 
= — 7^^-^ — ni«-»'(o):V'^----- 

A" I A: 



Efl'ectuons la somme S,.= A^ 4- Ao-h. . .-+- A^: 

Q~x Q—{r-\-\)x 








'• I I 



1 r 
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Nous pouvons encore écrire 

(0 (2) (3) 

d'où trois intégrales. 

La première est a/i, la troisième tend vers zéro «ivcc —9 la 

deuxième se calcule facilement par dérivation. La dérivée 
par rapport à r est Ar+i, donnée par (5); la fonction est 
nulle pour /• = o, et s'obtient en intégrant A,.^| terme 
à terme, d'où, si l'on peut passer à la limite /• = 00, 

ff 



12 



r = «o 



Posant 

(pour r = 00), 

Ceci montre qu'on a 

(8) r(^^_i)__i = G-G,5-i-— 52 ^sK.,. 

s 1.-2 I.-2.J 

Remarque, — Toutes les intégrales ont un sens bien 
déiini, car 



/ 



''i^STa. 



t ^ 
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n'esl pas délerminéy mais 

tend vers zéro quand e et e' tendent vers o. 

La troisième, dans Sr, tend vers zéro avec -• En effet, 

nous écrirons r = r'-{-r^\ Nous prendrons /•' tel que l'in- 
tégrale où r serait /•' ait un sens. Il nous reste en fac- 
teur g-('^'+oa? que nous pouvons mettre hors du signe. 

(On écrit 



•/ft t/ft %/J^ «X 



et l'on remarque que — n'a pas une infinité de 

racines, j 

Quant à C, C|, C3, . . ., ce sont des nombres bien déter- 
minés, comme on le voit en construisant la courbe 

— *■ 

On a, par exemple^ 

1 P J% ^ 2^ ^ ' 

ou 



D'ailleurs 

I 



Nous avons donc des nombres croissants avec Tindice />, 
toujours moindres que zéro. Ils ont une limite. 

Par la formule (8) on vérifiera ce théorème de M. de la 
Vallée-Poussin (*) : 

(*) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, iSgô, et Mémoire 
sur la fonction de Riemann, Bruxelles, 1899. 
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6. EXTENSION DE LA FONCTION ZETA (*), ANALOGUE 

A CELLE DE LA FONCTION GAMMA. 

Démontrer que la fonction a pour pôle le point 4- i 
et pour zéros les points 

Ecrivons, avec Hermile (^), 

^J -^FiTT =*"("> -^^(*)- 

Ayant choisi, parmi les valeurs de a?*~% nous pouvons 
poser 

Ce qui donne une fonction holomorphe dans lout le plan. 
Pour la première intégrale, faisons intervenir les nombres 
de Bernoulli 

X X ^ x^ ^ x^ 

= hi 



^*^""^*4"! •• ' 



F (,) = a>- f-^ - ^ -y tiii; _J5iLïi!:^i . 

L* — i •! s j^{'Àn)l 'j.n-\-s — ij 
La série converge pour w << 27:, d'après la relation 

(2/1)! (-2 7:)*'* V 2«« 

F représente une fonction méromorphe admettant les />d/e5 
-1-1,0, — I, — 3, — 5, . . .; r admettaiit les pôles o, — 1, 
— 2, — 3, . . ., on voit que ^{s) a pour pôle le point -h 1 , 
pour zéros les points — 2, — 4> •••? ^^ ^ pour valeur, au 

point — 2 /i -h I , 

(-i)«B« 



2 /i 



(') Oo sait que la foiictior* zèla donne des lois asyniptotiques, dans 
la théorie des nombres premiers, 
( ^ ) Comptes rendus, 1 885. 
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Car, en effet, on a 

lira (2 /n-5 — i)r(j) = -T- 

, = _2n-f-l ('2/1 — 1)! 

Prenons w = i et écrivons encore 

r(5)î(5) = F-+-G, 

t = 1 r , • • • > 

S — I 1 s 11 s -\-l 






-h. . . I dx. 



Soit 



= h bix -^ biX^,» .'y 



e-^ — I X '1 



Ji= / 1 — î )a:*->rfa7 



est bien déterminé pour 

o<A(s) <i; 

J,= f^ ( — ! l^^)xs-^dx 

Jq \e-^ — i X 2/ 

est bien déterminé pour 

— I <Si(s)<o. 
Etc. 

D'ailleurs, comme pour F, on vérifie de suite que J| , 
Ja, . . . représentent bien F -f- G dans les divers domaines 
fixés pour cil (5). 

Ici encore, d'une intégrale nous passons à des séries et 
de celles-ci à de nouvelles intégrales (*). 



(*) Gram, Acta mathematica, t. XXVII. — Hermite, Cours, Gaulhier- 
Villars, 1873. — Hkrmitk et Stieltjes, Correspondance. — N. Nielskn, 
Zylinder funktionen, 1904, et Gamma funktionen, igofi, Teubner, 
Leipzig. — Riemann-Weber, Partiellen Differential-Gleichungen, 
Vicweg, Brauoschweig. 



CHAPITRE IV. 

ÉQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE 



U équation aiiK dérivées partielles qui est Ja mieux 
connue, dans le type elliptique, est ï équation de Laplace, 

La PhysiquCy aussi bien que ta théorie des fonctions 
analytiques, pose à son sujet le problème de Dirichlet. 

La question est énorme; nous ne donnons qu\ine esquisse 
delà solution, après quelques préliminaires sur les Déter- 
minants, les Potentiels de simple et double couche, les 
Equations intégrales, la Fonction de Green, etc. 

INTRODUCTION. 

L — Déterminants. 

1. Déduire l'expression du produit de deux détermi- 
nants de l'étude du système linéaire 

S {a — X)a? ■+- by H- c-s = o, 
aiir-+-(6i— X)^-t-Ci-5 = o, 
( a^x -+- h^y -\- (cj — \)z = o. 

Représentons par P, Q, R les premiers membres de (I) 
et écrivons le système 

/ aP -HajQ-J-ïaR = o, 
(II) \ pP-+-p,QH-p2R = o, 



( 



7P-+-YiQh-YjR =o. 



Soit D son déterminant. 

D'après la règle de Cramer, si D nest pas nul, le sys- 
tème (II) n'a d'autres solutions que P = Q = R == o. 
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io3 



Donc, pour D^z^o, les systèmes (I), (II) sont équiva- 
lents. Écrivons leurs déterminants respectifs 



ôi = 



a — X 
a, 
a. 



b c 

6| — X Cl 
6j Cl — X 



8,= 



a(a — X) -h ai£i| -f- ajflj 
Y(a —X) H-Viai-f-Yiai 



rf 



rr 



rf 



ff 



If 



rf 



Si 8| est ne//^ (I) admet à^ autres solutions que 

donc §2 doit être nul aussi. 

Donc les équations en X, 8| = o, 82 = o, ont les mêmes 
racines. 

Lcrivons que le produit des racines est le même : 

aa + a]ai + asas 6a -+- ^laiH- ^lOis ca -h Ciai-h cja» 
a p -h ai pi H- a, p, 6? n- ôi?i-H ^îPj cp + Ci Pi-+-ctpi 
«Y -*-«iïi-+-aiïi ^V -+-^iYi-HÔiYt cY-Hc,Yi4-c,Yî 

P h P. 

2. Développer, par rapport aux puissances de A, /e^ 
déterminants 



a 


«1 


«1 




b 


^1 


^î 


X 


c 


C| 


Cî 





A = 



B = 



I -H Aaji 


4- Aaiî 


-+- Aaia 


o-\- 


Aai4 


-+- hai\ 


1 -H /laîî 


-h Aaji 


-H Aaj4 


■+- Aaai 


[ -f- Aajî 


I -H /m 33 


-4- Aasv 


H- Aa^j 


i 4- /la^t 


-h /ia4s 


1 -h ^«44 


I -h Aai 


i oH-Aaij 


O-H ^«13 


bx 




-h Aa,, 


1 H- /lajj 


4- /iai3 


bt 




-h hai\ 


i -+- ha^^ 


1 -h /iCT33 


b. 


• 


-f- hcx 


H- /iCj 


4- /<C3 








Développer un déterminant quelconque en vidant la 
diagonale principale. — Le déterminant A, d'après la 
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définilion même, est une somme de déterminants obtenus 
en groupant quatre colonnes partielles dans leur or,dre. 
La constante est 



I o o o 

o . I o o 

o C) I o 

o o o I 



= H-I 



Un terme en h- est donné par 



ha IX 


huxt 


o 


o 








han 


hatt 


o 

I 


o 
o 


= Aï 


«11 

«21 


«12 
«22 


ha^i 


ha^i 





I 









Remarquons que, si nous prenons tous les déterminante 
analogues, nous en prenons deux fois trop, car nous sup- 
poserions que nous avons à prendre d*abord la colonne i 
avec la colonne 2, puis la colonne 2 mise la première, 
avec la colonne i écrite ensuite, etc. 

Si donc le symbole ^ représente une sommation rela- 
tive à tous les groupes d^indices ij\ nous écrivons le coefd- 
cient de h- 



1^2 



a 



II 



a 



u 



a 



ji 



a 



jj 



De même, nous aurons un terme 



h^ 



«11 «12 «13 
«2t «21 «23 
«31 «32 «33 



et comme un système de colonnes ijk doit figurer une 
seule fois, alors qu'il a 13 permutations de 3 indices, 

nous écrirons le coefficient de h^ 



lis 



a 



II 



a 



tj 



«lA- 



aji ajj Ujk 
aki a/cj akk 
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Tout ceci subsiste quel que soit Tordre du déterminant. 

2\ pourrait aussi bien être une sommation avec indices 

non différents entre eux, dans un même système, le déter- 
minant correspondant étant nul. 

Procédons de même pour B. Il nV a pas de constante ; 
un terme en h sera 



huii 


o 


o 


61 








han 
ha^i 


I 
o 


o 

• 

I 


63 


= /i 


Ci 


bi 



hci 


o 


o 












Un terme en h'^ sera 



//an 
hciii 

hci 



haii b\ 




/ia2î bi 
hazz ' bj 


-A» 


hci 





«11 «ij; bi 



Le mineur bordé indique les éléments auxquels s'appli- 
quera la sommation, avec la même remarque que l'on doit 
diviser par 1 9. pour h-, etc. 

3. Mettons zéro, dans un déterminant, sur toute la dia- 
gonale principale; nous pouvons le faire en ajoutant ce qui 
a été enlevé, c'est-à-dire en ajoutant, de toutes les ma- 
nières, le produit de k termes de la diagonale par le mineur 
correspondant, vidé aussi. Par exemple : 



a\i «12 «13 

«21 «22 «23 
«31 «.12 «33 



O «12 «13 

«21 O «23 

«31 «32 O 

«11 



«33 





«32 


«23 



+ «22 



«21 


«12 



-{-«lit 



O «13 

«31 O 



i. Soit bik V imaginaire conjuguée de aik] soient les 
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deux déterminants conjugués 

A = ||a,x[|, B = ||6m.||. 

Montrer que le produit AB a pour maximum le pro- 
duit des termes de sa diagonale principale* 

(J. Hadàmard.) 

Supposons le déterminant A du Iroisième ordre. Les 
termes de la diagonale principale, dans le produit AB, sonl 

5| = aii^ii+ait^is+ais^i}, 

Si = au bu -h «js 6u -4- «« 6s3, 
53 = au 631 -+- ajj 65 j -+- «33 bfi. 

Nous voulons prouver la relation 

(l) AB£ «1^153 

par la méthode de Lagrange, après avoir établi les relations 

ce qui revient ù diviser les éléments de la première ligne 
par Y^^i, .... 

Prouvons donc (|ue le maximum de AB est égal à un. 

Nous devons difl'érencicr la fonction 

(3) F = AB — XfSi — Xj5i — Xs53, 

dF = \[BXa daik-^ ^Ba dlfik— hi^Uk db,k-\- bi^dau)]. 

Annulons ceci, d^où 
( 4 ) BAa = X| biji, AB/jt = X/O/jt. 

D'après les relations (2) et (4)? on a 

A\^Ba^,A== X/^a/A^/A, 

c'est-à-dire 

(j) AB = X|= Xi= X3= X. 

Formons le produit des déterminants 

A,A-|| = Aî, Il B/;i. Il = ns, 



ÉQUATIONS DU TTP£ ELLIPTIQUE. I07 

an remarquant que (4) ramène ces déterminants aux déter- 
minants A et B. On a 

<6) AB==X«. 

Comparons (5) et (6) : 

Le maximum est bien obtenu. 

Cette démonstration du théorème de M. Hudumard est 
due à M. W. Wirlinger (*). 

II. — Théorie du potentiel. 

I. Potentiel logarithmique de simple couche, — Soit 
une courbe fermée, plane, sans sin;;ulurités, et dont le 
rayon de courbure est dérivable. 

Soit rps la distance d\m point quelconque/? à un point 
de la courbe fixé par la valeur s de l'arc. 

Soit Y-{s) une fonction continue (densité) attachée à la 
courbe G. 




Le potentiel est défini par l'intégrale prise tout le long 
de C : 

[Dans l'espace on prend - au lieu du logarithme. \ 



(^) Voir aussi : Ernst Fischer, Archiv der Math. u. Physik, III. 
Reihe. XIII, qui renvoie au beau livre de H. Minkowski : Géométrie 
der Zahletij 1896. 
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1 " Si le point p vient sur la courbe, en ^o, le potentiel 
existe encore, 

2® Le potentiel est continu quand on traverse la 
courbe. 

Ces théorèmes classiques s'établissent facilement. 

Pour le piemiei', on partage la courbe en deux parties : 
RMA-hBA. {fig. 9); s^Pi. et .ÇqB seront infiniment petits 
de l'ordre <Je yj. 

Pour le second, même partage, maïs il faut avoir soin 
(le prendre s^Pl et ^qB infiniment petits, mais infiniment 
grands par rapport à SqP, ^ol^'; par exemple, 5o A sera de 
Tordre de tj, Sq P sera de Tordre de t/+^, A >> o. 

2. Potentiel logarithmique de double couche. — Soit 
un contour C, régulier {fig* 10). Au point M, nous avons 

Fig. 10. 




une masse — i ; au point voisin M', sur la normale exté- 
rieure, une masse + i. 

L'ensemble des deux masses crée, en un point P, un 
potentiel égal à 



9 



PM' PM 

-^— — — /^ I - 

et MiM'-T-J' — est sa valeur principale lorsque MM' est 

du ^ rns r r t 

infiniment petit (nous représentons PM par rps). 
D'après un calcul immédiat 

(9.) :7-"-C- = cos(/i, r), 

an ^ r r 
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Tangle étant celui de la direction PM avec la direction w, 

normale extérieure. 

Si, en M, nous avions une couche de densité (Ji(5), le 

potentiel U', en P, provenant de Tare de courbe MM| = ds^ 

serait donc 

cos(/i, r) 



— MMX^) ^ ' ' ds, 



r 



et pour toute la courbe il suffirait d'intégrer. 



Supposons [JL infini de telle sorte que MM'.jjl = v(5), 
fini; enfin changeons de signe, U étant <C o lorsque le 
rayon PM rencontre d'abord la couche négative, puis la 
couche positive. 

Par définition, le potentiel de double'couche est {fig* 1 1 ) 

(3) Wp= f^(s)^2^ds. 

Je '/'•< 

Traçons l'arc de cercle Mm de centre P et de ravon PM; 

Fig. II. 



P 




le triangle MmM| peut être regardé comme rectangle, 

d'où 

C0S9 , 

i = ddipsi 



''ps 



Cl) étant l'angle au centre en P; d'où (*) 

(4) W^= / y{s)dwps, 

•■X 

diOps étant positif quand le rayon PM rencontre d\ibonl 
la couche négative, négatif dans le cas contraire. 

(M Henri Poincarè, Potentiel newtonien. 
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3. Théorèmes généraux, — i® Lorsque la densité est 
constante et égale à i : en tout point t, intérieur au 
contour, le potentiel double est égal à un; en tout point 5o , 
sur le contour, le potentiel double est égal àiz; il est nul 
en tout point e extérieur. 

Cela résulte de. (4). 

2" Soient W,,, W/, W^ les potentiels doubles en un 
point Sq, sur C, oà la densité est v©, en un point inté- 
rieur, infiniment voisin, et en un point extérieur y infini- 
ment voisin ; on a 

(5) W,— 9.rvo=Wo— 'ïtVo=We. 

Autour de 5o, con^mc précédemment, prenons l^arc AB 
de Tordre de yj, les distances s^i, s^e étant de l'ordre 
de Tj*"^^ (A > o). Puis écrivons (4) sous cette forme 

W,, = v., / dtaps-+- I (v— Vo)rf(Dp,, 
la deuxième intégrale étant mise sous la forme 



•■^ kMtt •y AU 



AMB •^All 



Quand p occupe les positions /, Sq^ e, la première inté- 
grale a les valeurs 

En ces trois points, les valeurs i\r. J sont infiniment voi- 
sines, quand les points sont inliniincnt voisins. 

Enfin, dans j figure la fonction (v — v©) qui, v étant 
continu, est infiniment petite avec l'arc AB. 

D'où la formule (5). 

On peut écrire ce résultat ainsi : 

(6) „, W/ -f- W, r r ^d I 
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On le traduira ainsi : le potentiel double est discontinu 
sur le contour, tandis que le potentiel simple est 
continu. 

4. Dérivée normale du potentiel de simple couche 
{fie* '^)- — Soient un contour C et une direction X. Si P 
vient en P', eSectuant un déplacement dCk^ nous avons une 
variation de |K)tentieI 



^^'•=XK^à-^i)'"- 



PS, 

Au contraire, laissons P fixe et donnons à la courbe C la 




translation — d\\ nous avons la même variation, puisque 
PSF=P^, d'où 

Supposons Y*{s) dérivable et intégrons par parties. La 
partie intégrée est nulle et il reste 

ps »/c 

en posant 



Je rps Jr dn ^ rps 



V = (jicos(/i, X), 



ds 



D'A. 7 
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La première intégrale est un potentiel simple, la seconde 
un potentiel double. 

Supposons que X soit la direction de la normale inié- 

Fig. i3. 




:"© 



:i 



rieure {fig* i3) au point Sq sur C. En ce point 

Va = jio, 
la formule (6) donne 



(S)-(SX=-^''»^- 



le potentiel double étant affecté du signe — et le potentiel 
simple étant continu. 

Les formules (6) et (7) donnent encore 

Il est bien entendu que ris est la normale intérieure au 
point mobile s de la courbe, n,^ étant la normale intérieure 
en 5q, qui est fixe. 

On a 

d I _ cos<p 

D^où, pour la demi-somme, la valeur : 

Je. '*•* 
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Nous observons, d'ailleurs, que : 

cosa> _, ^ p ' 

Pour éviter toute confusion {fig- i4)î nous désignons 

Fig. 14. 




par un accent la norma/e intérieure : 



(«) 



(0 =: «TC — 4'' 



J'ai suivi le mode d'exposition de M. Darboux (Cours 
de la Sorbonne, 1907); M. Plemelj a établi la deuxième 
formule (8) en 1904 {Monatshefte fur Mathem. und 
Physik) et M. Picard en a donné une élégante démonstra- 
tion (Ann. de U Ecole Norm, sup,, 1906). 

5. Dérivée normale du potentiel de double couche. — 
Soient la normale en Sq^ sur cette normale deux points i et e. 
Quand ces deux points deviennent infiniment voisins, la 
différence des dérivées du potentiel double suivant la nor- 
male n^^ devient infiniment petite. Les potentiels simple 
et double ont leurs propriétés inverses l'une de l'autre. 
Montrons-le. 

Prenons pour origine le point s^^ et la tangente pour axe 
des X {fig- i5). 
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Décomposons toujours la courbe fermée en deux parties ^ 
OA et OB étant de l'ordre de y^, qui tendra vers zéro, et 
soient deux points sur la normale, de cotes d= A, A étant 
de Tordre de tj*"*"* (Xt >> o) 




Soit W le potentiel double 

w étant relatif à Tare AOB et W" à l'arc BMA. 

Bien entendu, comme précédemment, jr(W^yj — Wl^) 

tend vers zéro avec Tj. 

Il reste à étudier la différence relative à l'arc AB, qui 
deviendra infiniment petit : 



W+/i= I v(iF)û?arc tang 



y — h 



X 



(nous pouvons toujours supposer l'arc confondu avec la 
tangente, AB devant tendre vers zéro). Écrivons, avec 
M. Darboux i^Cours de 1907), 



dh J. ar«-f-(^ — A)* 



dh 
d 



^(WU-WU)=/vrf/, 



en posant 



/= 



X 



X 



3?»-+- (^ -4- h)^ a?*-4- {y — h)^ ' 



V étant continu, si le module de f reste fini, le théorème 
est établi. 
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Pour 

ar = O, ^ = O, /o = ^ = o. 

Nous pouvons remplacer y par K — j y' par Kx, 

puisque AB va tendre vers zéro. Annulons la dérivée de / 
par rapport à ûc, ce <|ui donne 

Aux environs de Torigine, la dérivée s^annule pour 
X =± y3, l'ensemble des termes d'ordre moindre étant 

Ecrivons / sous la forme 7—; ;• ^^ ttt—zI on. voit 

que ces points ± Ay5 sont des maxima et miiiima, Jinis, 
car y contient A* au numérateur et au dénominateur. 

Donc, h tendant vers zéro, les deux dérivées normales 
ont même limite. 

[Nous avons supposé la densité dérivable etj^(^) trois 
fois dérivable.] 

ÉQUATION DE LAPLACE. 

PROBLEMES DE DIllïCHLET. FONCTIONS DE GllEEN. 

1. Les Jonctions de Green, — Nous cherchons une 
solution de 

en fonction de certaines données portées par un contour 
fermé C, régulier, dans le plan xOy, Appliquons Ja l'or- 
mule de Green, avec une fonction V, harmonique, infinie 
au point (a, 6), 



^ \/{x— ay-hiy—ô)^ 
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Un raisonnement classique donne de suite (') 
(.) .uU(a,6)=^(u£-V^)rf.. 

Il semble que le problème de Cauchy soit résolu, avec 
les données portées, non par un segment ouvert de courbe, 
mais par une courbe fermée. 

11 n'en est rien. 

Une solution de (i) vérifiera l'équation (2), mais n'est 
pas donnée par (2). 

Il suffit, en efi'et, de remarquer que la valeur de U, 
fournie par (2), ne converge pas à la frontière, c'est- 
à-dire ne tend pas vers la valeur donnée au point M de C 
quand le point (a, b) tend vers M. 

Parce que la courbe G est fermée, la démonstration du 
théorème classique de Gauchy-Kowalesky ne vaut plus el 
l'on sait aujourd'hui que deux problèmes sont résolubles : 

le PREMIER PROBLÈME DE DiRICHLET, OÙ l'on dounC U SCul 

sur C; le second problème, ou problème de Neumanjv, où 

I» J ^u I 

1 on donne -7- seul. 
an 

Regardons la formule (2) et soit W fonction de Green: 

G = V-i-H. 

V est le logarithme précédent, H est régulière et harmo- 
nique dans toute l'aire, G s'annule sur le bord de l'aire; 
alors 

(3) 27rU(a,6)= Cu^ds. 

En général, d'ailleurs, ibrmer G est exactement aussi 
difficile que former U; mais, dans des cas simples, G est 
facile à écrire. 



(^) E. Picard, Traité d'Analyse, t. II. — G. Jordan, Cours d'Ana-^ 
lyscj t. II. 
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2. Premier cas. — C est un cercle. 
Menons Ai («i , b^ ), image de A(a, b) : 

OA.OAi = R« ou ^ = -L 

MA OA 

Donc 



ii7 



G = -C 



,MAi OA 



MA R 



En effet, G est harmonique, nul sur le cercle, ayant un 
infini logarithmique quand M vient en A. 



Fig. i6. 




Second cas, — C est un demi-cercle avec son diamètre. 

Menons encore l'image A< de A, puis A^ et A3 images 
de A et Aj par rapport au diamètre. 

La considération de N, image de M, par rapport au dia- 
mètre, donne de même 

M Al MA, 



G = 4^ 



MA MA 



dV 



3. Second problème. — On donne ^* Dans le plan, 

grâce à la fonction conjuguée (théorie des fonctions), on 
ramène de suite au problème de Dirichlet, comme Fa re- 
marqué M. DiNi. 

Dans V espace, c'est un nouveau problème, avec une fonc- 
tion Green-Klein (^). 

4. Problème de Dirichlet dans le cas du cercle. Théo- 
rèmes généraux. — Pour le cas du plan, nous pouvons 



C) J. Hadamârd, Leçons sur les Ondes, Hermann. 
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associera une fonction harmonique P(d?,^)la conjuguée 
Q(j7, j^), dont la diflerentielle est connue quand P est 
donné. 

Soit a une direction luisant avec la direction A un angle 
égal à 4- 90°, 

dP _ dQ 

u\ dix 

Inlégrale de Poisson, — Prenons un cercle, d» est l'angle 
au centre, la donnée est U(<j^), <i5 = RrfA. Soit z=^ x -^ iy 
un point M sur le cercle ; soient a = a + iè et a, = «i 4- ib^ 
les points A et A|. Soit V l'angle A< MA; on a 



d'où 



d'où 



^^^ = «-'V; 



dO __d\_ 
d/ii ds 

y^ (y — bi)(a: — a) — (y-^b)(x — ai) ^ 
^ {x-a){a: — ai)-^{y — b)(y — bo' 



2irU(a,^)= / L(^) ^ — dà, 

^0 MA 

/SIC 
\]{'^)d^ (intégrale de Poisson). 

0. Unicité de la solution, — La dernière formule 
montre que les maxima et minima d'une fonction harmo- 
nique (dont les dérivées secondes sont continues (sont 
situés sur le bord du contour C. C'est un théorème 
capital dont nous donnerons une démonstration élémen- 
taire. 

Si donc une fonction de cette sorte est nulle sur C, elle 
est identiquement nulle dans l'aire C; d'où l'unicité de la 
solution. 

Une remarque s'impose. Donner U sur C, c'est donner, 
par exemple, 
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S élant Tare de courbe, on 

si Vx et ly de G soni donnés en t. 

Celle donnée ne doit offrir aucune sorte d'indéternii' 
nation, même en un seul point, sinon le théorème ne vaut 
plus. 

Slieltjes (*) donne un exemple d'une admirable simpli- 
cité. Soit 

/(z)=i^=P + ,-Q. 

I -+- 5 

Sur le cercle de rayon i, on trouve 

/(ert)= — itang-; 

n I — ^* — y^ 1 1 

r= — s^ est nul sur ce cercle. 

C'est une fonction harmonique qui devrait être identi- 
quement nulle dans l'aire. Or cela n'a pas lieu, parce que, 
au point 0?= — i,y==o, P prend des valeurs dépendant 
du chemin suivi pour arriver à ce point. 

Ainsi le théorème d'unicité exige que la donnée soit bien 
déterminée au voisinage intérieur du contour (*). 

6. Comparaison des fonctions harmoniques et des 
fonctions synectiques, — Toutes nos formules sont iden- 
tiques, au fond, à celle de Cauchy : 



. -, , rf(z)dz 



Donc, de même quey(2) est développable en série de 
Taylor, P(^,y) etQ(:r,^) sont développables. 

Si f{^z) est partout régulière et que son module ne croisse 
pas avec |^|, c'est une constante (Liouville). Même théo- 
rème pour P(j:,j>^). 

(') Correspondance d'Hermite et Stieltjes, 2 vol.; Gauthier- Villars. 
(') Thèse de M. Painlevé {Ann, Fac. Toulouse, 1887). 
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Une série de fonctions harmoniques P;j(57, j^), uniformé- 
ment convergente dans une aire, a pour somme une fonc- 
tion harmonique (Harnack). Même théorème pour une 
série de fonctions synectiquesy/i(<5) (Weierstrass). 

7. Symétrie de la fonction de Green. — Soit 
G(a, b^x^y) la fonction de Green nulle sur le contour G 
et infinie en (a, b) intérieur à C. Prenons un second point 
intérieur à G, (ai , 6| ). 

Appliquons la formule de Green aux deux fonctions 
G(a, 6, x^y)^ G(ai, 6,, x^ y) et au contour formé par C 
avec un petit cercle y de centre («, b) et un petit cercle v^ de 
centre {a^^ 6|) : nous avons de suile 

G(a, 6, «1, bi) = G(ai, 6^, a, b). 

8. Remarque sur V unicité des solutions. — On doit se 
méfier des généralisations superficielles. Soient les équa- 
tions 

(i) lu — k^u = o (A:»^o), 

(2) lu-^-k^u = o (A:«>o). 

On donne u sur un contour fermé G. 

Dans ces conditions, la solution de (i) est déterminée. 
Posons, avec M. Paraf (Ann. de la Fac. de Toulouse, 

t. VI), 

u = (a* — x^)ç. 
a- — x^ étant positif dans la région (G), (i) devient 

(a^ — x^) ov — 2x 2P — k^(a^ — x-) v = o. 

^ ' dx ^ ' 

Si, dans (G), v avait un maximum positif ou un mini- 
mum négatif, ceci donnerait 

— A*=o ou -i-A' = o. 

Il y a contradiction. D'où Vunicité. 

Pour (2) il n'en est pas ainsi. En effet, (2) admet la 
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solution 

or la fonction de Bessel a des racines réelles. Donc (2) 
admet des solutions nulles sur une circonférence et non 
identiquement nulles. 



L'ÉQUATION INTÉGRALE DE M. FREDHOLM. 

1. L'équation de M. Fredholm, si importante, en elle- 
même, doit être étudiée ici, à cause de son rôle dans les 
Problèmes de Dirichlet el dans maint problème de Phy- 
sique, 

L'équation intégrale linéaire est la suivante : 






^(;r) est donnée ainsi que /{x^ s), et nous chercherons 
V expression de ^{x) en regardant la quadrature, dans 
(i), comme limite de somme. 
On peut écrire 

^V(-.0<p(0rf-iim2/(x.£)<?(j)i. 

/. = ! 

L'équation (i) étant ainsi transformée, en regardant n 
comme fini, d'abord, écrivons que cette équation trans- 
formée est vérifiée pour les valeurs 





I 


0. 




n 


%JL •^~ *Mf ft 


37= -, 


— » 


• • •> 


— 




n 


n 




n 



D'où [n -f- 1) équations aux (/i H- i) inconnues 



?(^), ?(^) 



n 

9 o [ — 
n 



\ 
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Nous posons 



t 






n 



= a 



/'7- 



(I) 



Le système s'écrit alors 

(i = 1, 2, 



ou bien encore 

1-+- haii 
ha il 






O = 



I -h Art*. 



/'«/Il 
A«ri 



D'où 



^(^) — ?(^) 



ha in 
ha^„ 

• • • • 

I -H /ja„„ 
_ -A„ 
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iK^)- 9(37) 



2. Étudions ces déterminants An et B,,, que nous avons 
déjà développés : 

I -\- ha\\ , , . ha\n. 



B„ = 



han\ ... I -+- hann 



= 1+^2 «»■+■ — 2 



a/t a/y 



a 



y'- «yy 



[3^ 



a// a/y a//,. 

«y/ (f'JJ cijk 
O-ki Ctkj Cikk 



Et, comme A = — * nous avons 
' n 



»— 7i:/(;-7;)k 



t2 



/(^■^) /(i-^) 



I 

/Ï2 
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Lorsque n devient infini, chaque somme a une limite, 
qui est une intégrale, la première 

,1 
la seconde 



/ 



* "* ' f{^\, ^i) /(^i, ^i) 






^i) /(a?î,ar,) 



dxi dx*. 



Etc. 



D'où une série en ).. Si elle converge, nous écrirons 

lim B«= D/(X). 



/i = 



Ltudions le numérateur. Â,, est une somme de termes de 
la l'orme 



2*' 



• • 






(ta. OL OoL 



On peut passer à la limite, pour /i = oo, pour chaque 
somme : nous obtenons des intégrales multiples. Nous 
représenterons /(;r^, Xq) par 



et 



( Xp Xq ) 



par 



/dx\ I dxi. . . / dxp 

s 



l.î, 3, ..../> 



Le terme de rang/?, dans lim A„ (nous admettons, pour 
rinslant, la convergence de la série en X), sera 






1,2.3 /i 



(XiXi) ... (XiXp) ^(Xi) 

(XiXi) ... (XfXp) ^(Xi) 

(Xp.Ti) ... (XpXp) ^{Xp) 

{xXi ) ... {XXp) o 
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3.' Une REMARQUE CAPITALE cst la suîvanle : 

Développons le déterminant par rapport à la dernière 
colonne et intégrons ; nous obtenons p termes iden- 
tiques. 

Écrivons le premier : 



T, = i(-i 



)P f i/{x^) 


dxi 








(XjiFi) 


{XtXi) . 


. . {XiXp) 


X s 

ï,3 p 


(0:3071) 


(XiXi) .. 
(XpXi) . 


• 

(XpXp) 




{xxx) 


(xxi) 


V ^ '^P ) 



Écrivons le second : 



T,= 






dxi 



X 



s 



l,3,V,...,p 



(x^Xi) 

(XzXt) 



(XiXi) 
(XiXi) 

• ••••• 



(XXi) (xxi) 



(XiXp) 



Dans le terme T^ , faisons ^2 = 5i ? puis ^1 = $2 ] alors T^ 
devient 



(-i)pf ^at)di, § A 



1,3, .. .,^ 



et A est le déterminant de Ï2, au signe près : deux colonnes 
sont échangées et Xi est remplacé par Ç,, x^ par $2* 

Deux signes — se détruisent, le nom de la variable d'in- 



tégration ne signifie rien : 



f f(x)dx= f f{y)dy. 



Donc T^ = T2. 
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Faisons remonter la dernière ligne au premier rang : 



Up = 






s) ds 



X 



s 



2,3,4,...,/^ 



(xs) 


(xxi) 


(xxp) 


(XiS) 


(XiXi) 


. .. (o^l^p) 


i^3S) 


(x^Xi) 


• m •••••• 


(XpS) 


(XpXi) 


yXpXp) 



On peut enfin remplacer 



par 



D'où le terme général 



\ X^ X^ . . . X p ) 
y X\ .T*2 • • • X p—\ j . 



•^0 



ds 



\P-^ 



(p-0- 



X 



s 



i,2,...Ap-l) 



(xs) 

(XxS) 

(x^s) 



(XXt) 
(XiXi) 



(Xp-lS) (Xp^iXi) 



(xXp-i) 



(Xp-iXp-i) 



4. JNous écrirons donc, s'il y a convergence, 
liinA,i = — X / Df('kjX^s)^(s)ds, 



et nous aurons 



0(2;) = ^(x) 



X f ï)fil,x, s) 'S^(s)ds 



D^(X) 



Telle est la voie par laquelle M. Hilbert (*), dans ses 



(*) M. D. Hilbert a obtenu de très beaux résultats dans celte théorie. 
Voir ses travaux, cités plus loin, et ceux de MM. Otto Tokplitz et 
Ernst Hellinger, sur les formes quadratiques à une infinité de variables. 

Ceci se rattache aux équations linéaires à une infinité d'inconnues 



Ï2G 
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remarquables Travaux, arrive à la célèbre formule de 
M. Fredholm. 

5. Convergence des séries. — Il faut voir que D(X) cl 
D(X, J7, s) convergent. Or, ce sont des /onctions entières 
de X, comme on le voit aisément par le théorème de M. fia- 
damard sur les déterminants, et en employant la formule 
de Stirling, La solution est donc niéroniorphe en \, 

THI^OIIKMES rONDAMEJNTAUX DK M. FilEDHOLM. 

Donnons quelques indications sur les principaux résultats 
du célèbre Mémoire de M. Fredholm. Le lecteur reconsti- 
tuera les analyses que nous esquissons. 

1. Nous posons, d'après ce qui précède, 

f{xuy\) A^i.yt) ... A^i-yn) 
j V'^f ï y\ ) 



/ 



\yuyt, '",yn) 



f{^n,y\) 



• • • • ■ 



D(X) = i 



-lin O -^V^^arj, 

1 ■— l,î,3, ...,n 



2 



J\^n,.rn) 






X 



^ ** i ' — l,2,3,...,/l 

Développant le terme général de D^, nous avons n termes 
identiques, et un autre : 

[n U \x^,Xi, .,,,x,J 



(Travaux de MM. Hill, Poincaré, H. von Kocii. — E. Schmidt, Cire, di 
PalermOj 1908) et aux fonctions implicites en nombre infini : Note de 
l'auteur, {Soc. math, de France, 1908). — Nous supposons /^m; 
M. Fredholm et M. Hilbert traitent aussi le cas où le noyau f{x,s) 
est infini, dans certaines conditions. 
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D'où la formule 

(F,) Di(^^^ = Dx/($,rj-X /'/($, T)D,Q^rfT. 

En développant le ciëterminnnt p.'ir rapport aux éléments 
de la première colonne, au lieu de la première ligne, nous 
avons la formule équivalente 

(F,) Di(^) =:Dx/(trj-X f /(T,TjD,(f)./T. 

La comparaison donne 
(Fa) 0= f [/(^T)D»Q^-/(T,Yi)D,Qj^T. 

2. Ceci permet de vérifier la solution obtenue, par une 
sorte d' «Véra/Zo/i. On écrit 

•-'0 

et, sous le signe, 

(2) ç(,) = ,Ki)-x/ -^—if{t)dt. 

En vertu de (F), (i) se réduit à Tidentité 

D Ç f(x,s)^{s)ds = 'b f f{x,t)^{t)dt. 

Nous avons supposé D ^ o. 

3. Soit Xo une racine de la fonction entière D. M. Fred- 
liolm a obtenu la forme de la dérivée -pr— en introduisant de 

Cl h"' 



nouvelles séries : 






1 1—1,2, ...,/> 



I 
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On a, de suite, 



1 '' R 






1 ^n 



Développant le déterminant du terme général, dans D/i, 
suivant la première lignes et intégrant, avec les mêmes 
remarques, M. Fredholm obtient 



/ 



(*i) 



XTQî, . . ., 7)71/ 



^T 



(-ir-V($H^«)I>«-l 






• • > 5 « 



iQ/»-i 



Intégrant encore, en développant le déterminant suivant 
les termes de la première colonne^ on a, de même, 



■ */ \ \TQ2. T^Sj •• -iT^/i/ 

— /(?2T^l)D„_, ) 

\^i2,''l3. • • -j '1/1/ 



• -^ $« 



é/x 



• • î 



^« 



• • • 1 



OU bien, avec une notation nouvelle. 






••} Çrt 



t^x 



••» 



11» 



= /{^,r)D„ 



Çij • • • 1 Srt 
."11» • • •? 'Iw 



(*3) 



-/(^.r)D»("'^"-"'^") 

»... •••» 
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Si D(Xo) = o, Xo esl une racine /i-uple, si pour A=:A(, 
les fonctions D^ s'anniilenl, /? étant i, 2, 3, ..., (/i — i). 

D'après l'expression de la dérivée de D(X), on voit même 
que Xo est racine, au moins d'ordre /i, dans ce cas. 

Dans ces conditions, M. Fredholm prouve : 

i" Que Téquation intégrale homogène 

(3) c&(a7)-f-Xo / f{x,y)o{y)dy=:o 

a n solutions linéairement indépendantes; 
2" Que l'équation donnée 

(4) ?(^) -^- >^o / /(a?, y) ?(7) dy = ^{x) 

est résoluble, si n conditions sont remplies. 
4. Xo est donc tel que, pour cette valeur, 

La formule (^1) montre que 

^1 Çîî ^3t • • "I ç« 



r\o ( ^' ^*' ^^' ' • '' ^'* 



est une solution de l'équation homogène. Les développe- 
ments analogues à ceux donnant (^1) donnent aussi bien 
la solution 

Slî ^î Ç3» • • • » ^/I 






{le signe est alterné, pour la symétrie). Nous pouvons aussi 
bien diviser par 



Do( '*''-' '''• )^A0, 



•et nous avons n solutions que nous représentons par Li, 

D'A. 1) 
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1^2 ) * * * 7 '^fl * 

ï / ^ ^nof ^'$îî?8, .-.,$« \ 

•• J 

L„(.)=J,(-.r-.D»(«"^"-"'^''-" 

o. Monlrons que toute solution de (3) est une combi- 
naison linéaire, à coefficients constants, des solutions L. * 
— (Nous suivons exactement Texposition de M. E. Picard, 
Cours de la Sorbonne, 1906.) 

Etablissons un lemnie : 

Soit (34) V équation (3) oit .f{oc^y) est remplacé y 
g étant quelconque, par 

Toute solution de (3) satisfait à (3,). — C'est une 
vérification immédiate; on est ramené à l'identité 

J J ^^^' t)/(t, y) dz dy =J J g{x,y)f{y,-z)dY di. 



Donc, au lieu de (3) nous écrivons 



(6) 



0(37)= — Xo/ ^{x,y)fj^{y)dy. 



Or, pour pouvoir employer la formule (^3), prenons 

Nous avons, d'après (^3), le second membre de (5), 
d'où 



n 



(7) F(a.,jK)=2/($.-,r)Ma?). 
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Portons la valeur (7) dans (()), 

n 

(8) o(ar)=2)A/L/; 

1 

A| est indépendant de x. Nous renvoyons à M. Fredholm 
pour la preuve de l'indépendance des solutions L 
Etudions maintenant Téquation (4). 

6. Conditions relatives à un pôle X© de la solution 
primitive. — (4) peut avoir une solution, si n conditions 
sont remplies. (3) étant résolu, nous avons donc une infi- 
nité de solutions, pour (4), s'il y en a une. 

Ecrivons les équations 

(III ) g{x) -+- Xo r f{x, y) ,sr(y) dy = o, 

(III,) h(x)^\ f f{y,x)Hy)dy=o. 

Les Dy, sont les mêmes; donc on a les mêmes pôles X^ 
et le même nombre de solutions; soient L celles de (III) 
et M celles de (III«)- 

Uéquation (4) donne 

/ (f(x)Mi{x)dx'^'ko f f f{x,y)^{y)^i{oo)dxdy 

(9) r^ .. ^'^ 

i = / Ui(x)^{x)dx. 

Le premier membre est nul, d'après (III«). 
Donc on doit avoir 

(10) o = a/= / ^\i{x)^{x) dx. 

Ce sont les conditions. 

7. Si elles sont remplies on a la solution 

(ij) <f{s;) = ^(x)-\-\oJ ^(ar,T)<Kx)û?T, 
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g ayant été défini précédemment : 

X*^» ''il) • • • 1 'in, 

Faisons la vérification, en portant dans (4) la valeur (i i). 
Il vient à vérifier 

(12) 0=1 ^{y)^ dy, 

T = ffiar, y)-^ /(x, y)-hlo f /(^, ') ^(-c, r) ^'• 

Reportons-nous à (111), où nous remplaçons /(x, y) par 

/• (^t y) [^"^ ^^^^ identique à /(y, ^)]. 

Nous avons donc les solutions h\{x) [qui deviendront 
identiques aux M/(:r)]. 

Or (^) donne, ^1 étant quelconque, 

l Fi (^, JK) = /i (^1 r) -^ /T i (^1 y)-^'^o I g\ ipc, T)/, (t, ^) C?T 

(i3) ; 

=2-^i(?/,J')W(^). 
1 

Si maintenant nous faisons 

/i (^,r ) ^ /(r, ^)» /Ti (^> r ) = /r(r» ^)î 

(i3) deviendra 



n 



1 
On peut échanger :c et y, d'où 



n 



2/i($,-,^)M/(r)^T. 
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Alors, Qi étant nul, il est immédiat que (12) est vérifié. 
Tel est le résumé des principaux résultats de M. Fred- 
holm. 

Disons un mot des applications. 



APPLICATIONS. 

PKOBLÈMES DE DIllICHLET. 

On se rend compte que ces équations se ramènent aux 
équations intégrales. 

Il suffit de regarder les formules des potentiels. 

1. Problème de Dirichlet, intérieur, — On a 

W,-=Wo-i-7rvo; 

W/ est connu, l'inconnue est v(5), v est donné par une 
équation de Fredholm, d'où la solution, par un potentiel 
de double couche, à l'intérieur du contour fermé G. 
Nous avons l'équation de la forme (4), avec \=i\ : 

L est la longueur du contour, s un ^o\t\l fixe, <7 un point 
mobile, du contour. 11 faut qu'on ait D(i)^ o. 
Mais, si l'on avait D(i) = o, l'équalion 



v(5)-h / v((j) i-d^=o 



aurait une solution non nulle. 

On peut prouver l'impossibilité de ceci, donc l'impossi- 
bilité que le point un soit un pôle Xq. 

(cp est l'angle de la normale extérieure au point o- avec le 
rayon r qui va du point s au point (t.) 

Il suffît que le contour portant la donnée ait un rayon 
de courbure lipschitzien pour que le problème soit aussi 
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immédiatement résoluble (T. Lalesco, Bull, des Sciences 
math, y 1907). 

Par des représentations conformes, M. Darboux, dans 
son Cours (1907), a résolu le problème pour des contours 
présentant certaines pointes.. 

C'est un résultat très important. 

— ) est 

connu; l'inconnue ^-i^) ^^^ donnée par une équation de 
Fredholm, d'après la relation 



\dn)rJ 



cosd/ , 



La solution est un potentiel de simple couche. Même 
impossibilité, d'après les théorèmes classiques, que l'équa- 
tion sans second membre soit résoluble. Donc ce problème 
extérieur (X = 1) est résoluble. 

[^ est l'angle de la normale extérieure au point s avec le 
rayon qui va du point 5, fixe, au point a-, mobile (* ).] 

L'équation est 

Problème extérieur : X = i . 
Problème intérieur : X = — 1 . 



(^) DoDC, C0S9 et cost)/ sont deux fonctions de la forme /{Sj9) 
ct/(^>*)« C^'où la condition connue, pour le problême intérieur de 
Neumann, 



i 



d\ . 

—— as = o. 



Mais il y a toute une discussion délicate sur la réalité et la multi- 
plicité de la racine \, discussion qui exige la connaissance des travaux 
classiques sur Téquation de Laplace, en particulier de ceux de M. Poin- 
* caré {Circolo di Palermo, 1894; Acta mathematica, t. XX). 

Nous n^avons pas à rappeler ici les différences entre les problèmes de 
Dirichlet pour \eplan et pour Vespace (travaux de lord Kelvin, etc.). 

Nous renvoyons aux Ouvrages de M. Picard et à une Note finale de 
ce Livre. 



ÉQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE. 1 35 

3. Pour le problème de Dirichlet, extérieur, ou le pro- 
blème de Neumann, intérieur, il y a une solution de 
Téquation sans second membre, et Ton retrouve la condi- 
tion de possibilité connue. Nous ne pouvons que renvoyer 
aux travaux, déjà nombreux, sur ces sujets (*). 

Indiquons simplement Tapplication aux équations dlfle- 
rentielles. 

4. Equations différentielles linéaires, — Une équation 
différentielle d'ordre n peut être intégrée avec les condi- 
tions de Cauchy : on donne 

ou bien encore, on peut donner n points de l'intégrale 

^(a?i), y{xt)y ..., y(xn). 

Dans ce cas, nous avons une équation de M, Fredholm ; 
on le voit facilement. 
Soit 

L'adjointe *!^ sera 

Soit ah la fonction A/i{t)^ A^ étant Aa(^). Soit 



n 



(^) Citons : I. Frkdholm, Acta mathematica, t. XXVII. — D. Hilbert, 
Nachrichten zu GôUingen, 1904-1906. — E. Picard, Annales Éc. Nor- 
male, 1906. — J. Plemelj, Monatshefte fur Math, und Phys., t. XV' 
€t XVIII. — Erhard Sciimidt, Mathem. Annalen^ t. LXIH et LXIV. — 
On consultera aussi le résume du Cours de M. Picard, 1906, dans les 
Rendiconti del Circolo di Palermo, {190G, et la Thèse de TUniversité 
de Paris de M. Bryon Heywood (Gauthier-Villars, 1908). — Il faut noter 
que MM. Hilbert et Schmidt donnent des solutions entièrement nouvelles 
de Téquation de Fredholm. 
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Nous posons 

\(x, t) = (_i)«--iai-f.(_ xyi-'ia^j^x— /) h- . . . -h ««- "" ^ 



n — i 



Soit Q«_i(^) un polj^nome en .r, de degré (ai — i). 
Ecrivons V équation intégrale 

Ci) qn-i(cr)=y{x)-h'k f l{x, t)y{t) dt. 

•il 

En dérivant n fois, on a 

Le terme entre crochets est V adjointe de C ; donc c'est 
identiquement E. 

Donc (i) équivaut à (2), 

et nous déterminons (*) le polynôme Q par la condition, 
par exemple, que y s'îmnule pour x = a^ a^j •••? ^'/z- 
Nous aurons encore une équation du type ([). 

Note. — L'extension au cas où l'inconnue est 

avec une intégrale /?-uple, est immédiate : solution niéro- 
morphe en.\] en un pôle Xq, solution de l'équation homo- 
gène et, avec des conditions, de l'équation donnée, à second 
membre. 



(^) Bateman, Bull, des Se. math., 1906. — M. Mason, Mathematisclic 
Annalenj t. LVIII. — D. Hilbeut, loc. cit. — Sur les questions de ce 
genre, voir les beaux travaux de M. Picard, Traité d'Analyse, t. III, 
2" édition {sous presse) y par ies approximations successives. 
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ÉQUATIONS DES TYPES HYPERBOLIQUE ET PARABOLIQUE. 



]je type elliptique correspond aux caracléristiques ima- 
ginaireSy let^'pe hyperbolique aux caracléristiques réelles, 
le type parabolique aux caractéristiques confondues. 

Le premier type a été étudié précédemment, pour Téqua- 
lion la plus célèbre, celle de Laplace. 

Nous étudierons quelques cas hyperboliques et dirons 
un mot du cas parabolique. D^abord quelques remarques 
sur les théorèmes généraux d'exislence et sur les caracté- 
ristiques, multiplicités d'exception, relativement à ces 
théorèmes généraux; sur la partie finie d'une intégrale; sur 
la notion d^ adjointe; un problème fonctionnel, etc. 

I. — Sun LES THÉORÈMES d'eXISTENCE. 

Le principe de Dirichlet est là pour nous en avertir, et 
nous avons bien vu que les solutions des équations diffé- 
rentielles ou aux dérivées partielles peuvent être formées 
avec des conditions aux limites très variées. 

Revenant au théorème de Cauchy, faisons une remarque 
pour le cas où les fonctions cessent d^étre holomorphes. 

Le cas le plus simple est celui de Rriot et Bouquet : 

■cy' =^ ax -+■ hy -f- 

Si b n'est pas entier et positif, il y a une solution ho- 
lomorphe à l'origine. On le voit en écrivant 
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et en comparant y à \di fonction implicite z donnée par 

W 3 = — ;; ^ M : 



(■.-?)(-?) 



Cl) est le minimum de \n — b\ (/i = i, 2, 3, ...). 
Le cas le plus général 

xmy 2=z ax H- by -4- . . . 

donne lieu à beaucoup de distinctions et de discussions 
difficiles («). 

M. Goursat a étendu l'application du calcul, des limites 
aux équations aux dérivées partielles, alors que, précédem- 
ment, on employait l'artifice du jacobien, pour prouver 
le théorème de Gauchy. 

D'ailleurs, le Calcul des Limites donne aussi bien de 
nouveaux types de théorèmes d'existence. Soit 

(i) s = ap -h bq -^cz-^f. 

On peut donner z seul, mais sur Ox et sur Oy* 
Supposons z nul sur les axes, ce qui ne change pas la 
forme de l'équation, et prenons d'abord 

(2) s = cz\ 

c a pour majorante 



(-î)(-«) 

Soit r le plus petit des deux nombres R, -p:- 

/M 

Prenons pour majorante 

r* 



(-?)(- 5) 



(•) E. Picard, Traité, t. III, a» édition {sous presse). 
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La fonclioQ ii = —, : r satisfait à Téquation 

(-f)(-^) 



Ox dy 



Nous avons donc une solution, iiolomorphe autour de 
l'origine. 

En posant z^=.uv^ on ramène Téquation (i) à deux 
équations de la forme (2). 

Les théorèmes les plus généraux, dans cet ordre d'idées, 
sont dus à M. Goursat et à M. Riquier (*). 

Remarque. — Il faut bien veiller à ce que toutes les 
conditions soient remplies, dans l'application du théorème 
de Cauchy. 

Nous donnerons l'exemple suivant, dû à M'"^ de Kowa- 

(esky (2). Soit 

à'^z ùz 
ày'^ dx 

Nous pouvons, sur Ox^ donner 

(i) ^{x,y) =fx{x) -4-^/,(ar) -+-. . . 



•m 



•2/1-4-1 



Telle est la solution, convergente. Iniaglnons que l'équa- 
tion donnée est du premier ordre en x et donnons-nous, 
sur Oyj 



(') Voir E. Goursat, Soc. matlt, de France, 1906. — Leçons sur les 
équations aux dérivées partielles, 3 vol. (Hermann). 
(') Thèse {Journal de C relie, t. 80). 
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Ceci n^est une solution que si o vérifie certaines con- 
ditions. Soit une valeur j'o î si autour de ce point o{y) a 
nu rayon de convergence fini, il est impossible que (2) 

converge ( croit avec n ). 

Prenons (i) et faisons j? = o : 



(T) 



^^«-^'^ =2(ife^«-^"-^ i^^^"^^^^^^ 



Et, comme on a 



M 

I an I cl I ^/i I < -^4 » 



w(0, y) est une fonction entière. Donc 'f (jk) doit être <?/i- 
tière. Soit donc donné 



?(r) =2(^"^'"-^ B/i7-"-^M 



entière : 



^iz/çp l'A 71 ■+• 9. 12/1-1-2/? 

-h \in -h I B„ j' -h 

. In ]\| 

Si 1 A,i I et 1 B,, I sont moindres que 7==- 77- (nouvelle con- 
' " I I " I n [2/1 R" ^ 

dition), (2) convergera. 



11. — Sur l'hypergéométrie. 

On a souvent besoin de parler îe langage géométrique, 
alors même que le nombre des variables est supérieur à 
trois. Il n'y a là, dans l'Hypergéométrie, aucun mystère 
pour le mathématicien. 

Par exemple, on dit que, dans l'espace à n dimensions, 

J\X\j iTj, . . . , Xfi ) = O 

représente une sur/ace et une intégrale /i-uple un volume. 
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Il n'y a là qu'une langue commode qui aide rimagination 
et Cavorise la découverte. Il y a là la source d'analogies 
fécondes, maïs aussi, parfois, trompeuses. Il faut donc 
constamment faire suivre l'image de la construction analj> 
tique. 

Prenons*un exemple. Soit le cône 

■il découpe trois régions, Tune extérieure j qui ne contient 
pas l'axe Os, et deux intérieures, l'une à cote positive, 
l'autre à cote négative. Il en est de même pour les cônes 

dans l'espace [p -+- i)-uple. 

Au contraire, dans l'espace (/; 4- i)-uple, les cônes 

x\ -Î-. ..H-.r2 =7Î-i-...-H^J 

ne découpent que deux régions (*). 

Pour une surface, quel que soit /t, on sait quil faut, en 
certains cas, examiner si elle a un seul côté (*). Ceci ne 
dépend pas de n. 

Faisons quelques extensions immédiates. 

Soit une surface S 

et une surface D 

F(ari, Xi. , . ,j Xfi) = o. 
Posons 

Pour que S et S aient, en un point, un contact d'ordre /«, 
il faut et il suffit qu'en ce point W et toutes ses dérivées 
d'ordre 1,2, ..., /i s'annulent. 



(*) J. CouLOX, Thèse (Hermann, 1902). 
(^) E. PiCAUD, Traité, t. I, p. 1^4 



l4'2 CHANTRE V. 

D'où le plan langent ù S, soit 

Ai(Xj — ^i) -h Aî(Xj — Xi)-+-. ..-\- A,(X« — Xn) = o, 

D(arj, Xi, . . ., a:,,) 
D(w,, w,, ..., Un-i) 

Les cosinus de la normale à S seront 

— ^^' — li. 

L'élément de surface sera 



diti = yS Jj </ui du^ . . . du,i-i' 

lia formule de Green subsiste. 

Il n'y a rien à changer à la théorie du changement de 
variables dans les intégrales (*). 
Mais voici une question nouvelle. 
Dans l'espace à 3 dimensions, nous avons : 

Variété à i dimension = ligne, 
» 9. dimensions = surface, 

» 3 » = volume. 

Avec 4 dimensions, nous avons du nouveau, savoir les 
variétés à 2 dimensions, qui ne sont ni lignes, ni sur- 
faces. 

M. Henri Poincaré définit leur aire de la manière sui- 
vante {^) ' 

Plaçons-nous dans E3 (espace 3-uple). 

Nous pouvons définir le ds d'une courbe C en regardant 
la surface-canal, enveloppe de sphères de rayon e ayant 
leurs centres sur C. 

L'élément de k (ABA'B'), situé entre deux sections nor- 
males PQ, P'Q', a pour mesure 

A r> X A A' =doi, AB = c rfO, A A' = ds, 



(*) Cours de M. Jordan et de M. Bairc. 
(^) Acta matheniatica, t. XXII, p. i43. 
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d'où 



ds = 



Tdî) 



Faisons de même, dans E4, pour obtenir la mesure de 
l'élément de Va, variété donnée par 



(I) 



xk=^k{ti, tt) (A- = i, 2, 3, 4)- 



Fig. 17. 



Fig. i«. 





Les sphères ayant leur centre sur Va ont pour équation 

(2) 2^^^"" "?**)' =^'- 



Pour avoir Tenvcloppe, décrivons en tt et /a 



(3) 



2/ àoji- 

{^k—^k)±- =0. 



Oth 



Dans Ë3 nous pouvons déterminer la position du point A, 
sur l'enveloppe, par Tangle 6 rapporté à deux directions 
rectangulaires Ç, r, de la section PQ, liées à cette section; 
\ a pour cosinus a,, aa, a3, et Tj, p,, ^o? ,33. 

Dans E4, posons, de même, 



(4) 
(5) 



^k — ?A= oLkt CCS 6 H- ^/gt sinO, 



(2) et (3) sont satisfaites par les formules (4), quel que 
soit 8, si l'on a 

(6) V«.^-^- ^^- 



2-'£=2^S-»- 



ôtf. 



1 
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La droite analogue à MA. est bien la normale à k dont 



les cosinus sont 



Tfc—^k 



En effet : 

r^ La somme des carrés est un; 



.-»«> 



3*^ 



V àxk 



2/ V ^^k 



Il suflit de dériver (a) en th et en 6 cX d'ajouter (3). 
Nous avons donc, d'après les notations précédentes, les 
cléments J^, Jo de la surface Ar, 



-^1 — yi _ h 



QL\ cos6 H- pi sinO, 






e Ju 

Ji(3tiY-+- pt^ï) (y = cos6, <j = sin6) 



ou bien 



Jo=^JA-(a^7 -H Pa^), 



ou bien encore Jo est un déterminant : 



J« = 



dxk àxic dxic 



a^T -+- pA<i 



Or ^(-î^A — ?*) contient e eu facteur. 

Comme nous prendrons e infiniment petit, nous pouvons 

. . I àxi- âoi. , 

ici remplacer -3-— par --^ et écrire 



Jo = 






C'est une somme de quatre déterminants, dont deux sont 
nuls, et, comme o-^-f-y-rr: 1, il reste 



Jo= e 



dti âti 



h «A- 



Formons Jj5 ; c'est un déterminant qui, d'après les rcla- 
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lions (5), (6), est égal à une somme de carrés de mineurs 
soit 



A„ = 



dti ôti 






Donc Jo est connu, et nous écrirons 

L^élément d'aire de k étant z^^dti dt^d^i celui de V^ 

sera 

^(idt\dt%. 



III. — Sur les caractéristiques. 

D'une manière générale, ce sont les variétés exception 
nelles relativement au théorème d'existence de Caucby. 
Prenons le cas le plus simple, les équations linéaires. 
Equation d^ ordre n à deux variables : 



(I) 



dx^ 



Al 



d^z 



dx"-^ dy 



â^z 



^ ne contenant que des dérivées d'ordre moindre que n 
Sur une courbe C, on donne 



ou 



z. 



dz 

dx 


dz 


d^z 
dx^' 




Pio, 


Pou 


PtOt 


• » Pon-l' 



Pour obtenir les dérivées d'ordre /i, écrivons 

dpn-io = Pno dx-^-pn^iidy^ .. 
dpn--t 1 = Pn-i 1 dx -hp„j^ti dy^ 



dpon-l = Pin-ldx -{-pon ^^• 



D'A. 



10 



I 
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Le calcul est possible, à moins que A ne soit nul : 

I X o o . .. o 

o I X o . . . o 



A = 



o o 

Ao A, 



I X 
A„ 



X = ^. 

dx 



= (— i)«[AoX« — AiX«-t— ... 

-^(-i)«A„], 



En chaque point nous avons n courbes, correspondant 
aux racines X|, Xj, . . ., X„. Ce sont les caractéristiques. 
Or, on vérifie facilement que Topération 

reproduit le premier membre de l'équation (i), en y ajou- 
tant des termes avec des dérivées d\)rdre moindre que n. 
D'où, pour(i), la forme canoniquCy permettant les approxi- 
mations successives, 

[Thèse de M. Dëlassus (Ann. Ec, Norm,, iSgS.)] 
Pour la théorie générale des caractéristiques y nous ren- 
voyons à M. Goursat. 

Équation d'ordre 2, d /i variables. — Prenons, pour 
simplifier l'exposition, /2 = 3; soit l'équation 



dz 



F =2«/A/>i*-+-/= o; 



Pik = 



d^z 



ik 



âxi dxic 



=pu; 



Pikh = 



d^Z 



àxi dxk àxfi ' 



Les données sont portées par la surface frontière S : 









dxi dx^ 
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On donne, sur S, les valeurs de z. Sur S, z(Xi, x^^ x^) 
devient z{x^^ x^)^ fonction connue des deux variables 

Chaque fois qu*il sera nécessaire de spécifier nette- 
ment qu'une fonction de trois variables se réduit, sur une 
surface, à une nouvelle fonction de deux variables, nous 

l'indiquerons par ce trait : z* 

Dans (i), /ne contient que des dérivées de z d'ordre i, 
au plus. 

Pi dépend de trois variables. Cherchons sa valeur pi 
sur S. 

Nous n'avons qu'à écrire 

Donc si, sur S, outre -2, on donne /^s, on connaîtra p^ et/>5, 
valeurs sur S de p^ et/?2« 

Montrons qu'on connaîtra toutes les dérivées de tout 
ordre : 

•f— = fonction connue = pki-^ P/Paj, 

(II) { rf^ _ 



d'où 



àxi 

(t = i,a; k = i, 2, 3), 



^-ê-^*£-^'^*^- 



Il suffira de connaître 7733. Or, l'équation (i) donne 

alors 

(2) Hjïn-+-K = o, 

ayant posé 

■'-2'-(i--'g)*2'°"S-/- 
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\ indiquant que i et k prennent seulement les va- 
leurs I, 2. 

. Si Ton a H = o, on ne peut calculer ni p.^^^ ni /?333j etc. 
C'est Téquation des surfaces caractéristiques obtenue 
par J. Beudon (*). 

, 4 

IV. -^ Sun l'équation adjointe 

ET LA DÉRIVÉE CONORMALE. 

L'idée fondamentale est due à Lagrange. 
Soit 

On appelle adjointe 

G(«)=2(-')-''5^(A«.«) = o. 

On a la propriété caractéristique 



uV{z) — zG(u) = -— + T— 

^ ' dx oy 

qui se vérifie de suite, car 

dérivée d'une fonction de a, iv, et les (h — i) premières 
dérivées. 
Faisons 

W = -T—L^ 

dyk 

et nous avons 

dxf^ dy^ dy^ dx^ ~" dx ' 



( ' ) Voir Backlund, Mathem, Annalen, t. XIIl. '■— J. Beudon, Soc. 
math, de France, iSgS. — J. Coulon, Thèse, 1902. — J. Hadamard 
a complété la théorie de Beudon (Leçons sur la propagation des ondes, 
Hermann, igoS). 
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Changeons u en ç?, x en y^ A en k] nous avons une 
équation analogue , d'où 

dx'^ dyf^ ^ ' àx^ dy^ âx ^ ^ ây 

d'où la formule (G. Darboux, Théorie des surfaces, t. II). 
Prenons maintenant une équation d'ordre 2 à /i variables : 



F(^) =^^<^hkPhk-¥^ahPh-^ tz = G, phk = 



d^z 



dxfi dxk 



L'adjointe est 

On a 

«FU)-.G(«)=^+...+ ^ 

(J. Hadamaud, Propagation des ondes). 

Ces formules permettent de passer de l'intégrale n-uple 
dans un domaine à une intégrale (/i — i)-uple au con- 
tour. 

Les caractéristiques étant réelles , il s'introduit dans 
l'intégrale au contour une dérivée suivant la conormale, 
direction liée à la normale (bu à la tangente). Et ceci 
donne des résultats intuitifs permettant d'éviter des calculs 
et de voir immédiatement les frontières exceptionnelles 
relativement au théorème de Cauchy. 

Nous établirons^ la formule dans chaque cas, renvoyant 
au Livre de M. Hadamard pour la théorie générale (* ). - 



(*) La conormale a été définie par l'auteur dans son étude de l'équa- 
tion des ondes {Comptes rendus, n février 1901). M. Coulon a fait 
Textension au cas général {Comptes rendus, juillet i9oi).M. Hadamard 
a montré que la direction conormale est bicaractéristique» Voir encore 
iM. Burgatti, qui, dans un Mémoire cité plus loin, définit de la même 
manière, la direction cotangente {Ace» dei Lincei^ 1906). 
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V. — Sur la partie finie d'une intégrale infinie. 
1. Intégrale simple, — Soit 

F(a)= / f(x,7.)dx. 



Si A et B sont des fonctions de a continues, ainsi que 
leurs dérivées premières, et si f{xy a) admet une dérivée, 
par rapport à a, continue, il est bien connu qu'on a 

Passons au cas des intégrales généralisées. Soit 

(2) v(«) = r"/(^, «) ''^ 



v/— 



X 



Nous supposons que f{x^ a) admet des dérivées pre- 
mières j^j ~ déterminées el continues (*). 

V est une fonction bien déterminée et continue. On peut 
donc faire le changement de variables 

a — a7 = a(i —y), 
et V devient V< : 

Vi(a)= r/(aj^,a)^/i-t. 

Considérons d'ailleurs l'intégrale 

Wi(a)=y*~[/(ar,«)v/«]^^^- 

D'après les hypothèses faites, les intégrales Vi et W| 
convergent uniformément (^), d'où 

^1 



Wt = 



doL 



(*) Voir y sur ces questions, le Mémoire de M. de la Vallée-Poussin 
dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 189a. 
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Mais on peut écrire 



Poson 



:» 



On a 






Celte limite existe certainement, comme on le verrait 
en faisant dans W| le changement 

I — y = z^. 
Donc enfin 

Mais en dérivant J/,, intégrale ci-dessus, où h est ^ni 
pour l'instant, nous pouvons employer la formule (i) : 

Cette expression (4) renferme deux termes qui croissent 
indéfiniment lorsque h tend vers zéro, mais dont la 
somme est finie, quelque petit que soit A. Nous le savons 
d'avance par le changement de variables; vérifions-le : 



/ 



^« ^oL — x ^^ /a — a: ^^\/ 

Alors 



M 



/ 






La première intégrale serai finie, d'après nos hypothèsL;^. 
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La deuxième intégrale donne 






Ici encore l'intégrale g%1 finie. Donc 

11 est clair que les deux termes en — n? devenant chacun 

infini pour A =z o, o/i« ££/ie somme finie, quelque petit 

que soit A, puisque la somme contient en facteur y/A. 

Cette forme nouvelle s'est montrée indispensable dans 
l'étude de l'équation des ondes. 

Même notion de partie finie avec l'intégrale multiple. 

2. Intégrale multiple. — Le champ W et la fonction © 
dépendent d'un paramèlreX : 

(0 i =j f J?(^yy^^)d'z, 

(•>) i-i-Ai = r r r(9-f-Ao)dfu. 

N w-f-Aw 

iNous cherchons r=lim-rT* 

AA 

Pour cela, amenons (i) et (2) à avoir même domaine en 
faisant correspondre à tout point (x, y, z) de (W-f-AW) 
un point (X, Y, Z) de W par les formules 

x = X-hl 

iî = Z H- Ç, 

a^^ec la condition que la transformation vaille pour passer 
d'une frontière à l'autre. $, tj, Ç sont des fonctions infini- 
ment petites assujetties à cette seule condition. 
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Alors 

I -4- AI = r r Tv j rfx dY rfz, 

J étant le jacobien 

à^ à^ à^ 
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(?X 


dY 


dZ 




'-^ÔY 


dZ 


dX 


ÔY 


"^dZ 



W étant la fonction © + A© exprimée en X, Y, Z. 
On a 



Or, 



- d^ dTi dri . , . 



cp(:r,^,^) = ç(X,Y,Z) + 5g^-71^J + ;g 



et 



Donc 



^? (^» J^, ^ ) = A?( X, Y, Z ) -f- . . . = ^ AX -h . . . . 



^'J = cp(X,Y,Z) + gAX-i-[^(ç$)+5^(?^) + 5|(?0] + .... 



(3) 



Enfin, on a 



^?AX-f-— (cpa)-^ A(çTn) 



c^X 



c^X 



dY 



IW) 



àc?':)] 



rfX û? Y c/Z -h . . . 



D'où la dérivée, en remarquant que Ç, tj, Ç contiennent AX 
en facteur. 

Représentons lim (-A-) par Ç', etc. Nous avons une inté- 
grale étendue au volume W et une intégrale étendue à son 
contour S : 



(4), 



w 

-h / / <p ( J' cosa -h t/ cos P -4- C cosy) ^<r. 
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Il était clair que seules les valeurs de Ç', y^', ^' sur I 
interviendraient. 

(Nous avons repris la notation x, y, z au lieu de X, 
Y, Z.) 

Nous aurons à faire de cette formule Tusage suivant : 

W sera le cône 

et 

F 

?=R 

(F étant régulier); il se présente encore une partie 
finie (*). 

VI. — Sur un problème fonctionnel de M. Goursat. 

Soient t^{x)^ défini dans V intervalle o — a, dérivahle, 
et a une constante ; déterminer (p tel que 

çp {7.x) — ç(a?) = 'k{x). 

D'abord on doit avoir 7c(o) = o, puis remplaçons x par 
V '**'"' *" {^^ peut supposer a > i); nous avons 



XX X 

— > — -, • . . 

a a' a 



00 



Si la série converge dans un intervalle fini o — 6, inéine 

très petit, elle converge dans l'intervalle o — ^^ ~i finissant 
par être moindre que b. 

Nous avons un cas, très général, de convergence. Si, 
dans l'intervalle o — 6, on a 

(C) \t.(x)\<:Kx^ (K>o, iJi>o), 

(') Cette notion a été introduite simultanément par M. Hadamard 
{Congrès de Math,, 1904) et par l'auteur, dans sa Thèse {Journ, de 
Math., i9o4)> 
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il y a convergence uniforme, car on aura 

KaV- 



<m 



< 



Si la dérivée tc'(x) est lipschitzienne, 

(C) \i:'{x)\<K,x, 

la série dérivée est aussi uniformément convergente dans 
l'intervalle o — a : 

1 

On a, de suite, des majorantes. 

Remarquons que (C) entraîne (C) avec [a= i, d'où 

|o(x)|<K.(i+±-^...) = ^, 
I,'(x)|<K..(±^-J,^...)=_Klf. 

(E. GouRSAT, Ann. de la Fac, des Se. de Toulouse, 
2^ série, t. VI). 



SOLUTION DU PROBLÈME DE CA.UCHY 
ET DE PROBLÈMES ANALOGUES. 

I. — La méthode de Riemanjv. 

Soit une équation linéaire du second ordre, à deux va- 
riables; cherchons, avec Rieinann, la solution effective du 
problème de Cauchy : z et ses dérivées premières sont 
données sur une courbe jSy (ce qui ne fait que deux don- 
nées). 

Dans quel cas une seule donnée suffit-elle? 

Soient 

_. d^z dz dz 

axoy ox ày 



i56' 

et Tadjointe 



G(a) = 



àx dy 
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^(a«)-A(*«) 



-}- cw = o ; 



5 et w étant des solutions, on a, pour un contour fermé Q-, 



J' M t/x — N fl^ip = o. 
Q 



Prenons le contour formé par les parallèles aux axes Ax', 
k.y et par l'arc BG, découpé sur la courbe j3y, et étudions 
cette intégrale. 

Fig. 19. 




Avec une équation en r; -^-r? la cononnale est la 

symétrique de la normale. Donc ici la conormale devient 
symétrique de la tangente par rapport à l'axe des x : 



(5) 



dx 
'M 



dx 
ds 



dy _ dy 
dN ~"~ds' 



s étant le contour Û, ou bien 



(^) 



dN 



d dx 
ôx ds 



d dy 
dy ds 



L'intégrale suivant BC donne 



r^ ^ I ^ i r^ / du dz\ , 

= / auzdy — buzax-\ — 1 l^-rrr — ^ -rrr ) «5. 
X ""Jb V dN dN) 



dz 



Supposons donc que z et -^ sont donnés sur BG. 

Sur les parallèles aux axes^ nous avons les intégrales sui- 
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vantes, après une immédiate transformation : 

/ v5j^ — buzj dx— ^[{uz)u—{uz)x] =^ J^, 

Si l'on peut déterminer m, annulant (2) et tel que 
-r— — bu = o sur AB, pourj^=^Oï 

du -T-rr^ 

aw = o *ur AL, . pour x = Xn, 

ày 

on voit que (w^)a est connu. 

Donc z est connu au point A(xq^ yo)^ en fonction des 

valeurs de 5 et -j^ sur l'arc BC. 

dïH 

[^'emploi de la conormale rend intuitif ce théorème : 

Si la courbe BC se compose de deux parallèles aux 
axes, il suffit de donner sur BC la valeur de z, car celle 

de -7T7 en résulte immédiatement , 

Ainsi, le problème de Riemann est ramené à celui-ci : 

Trouver une intégrale u{xq^ y^] ^^ x). d^ V ad- 
jointe (2), connaissant ses valeurs : 

Ç bdx 

c^'» sur AB, 

f '^ày 

g*/yo sur AG, 

M = I au point A, 



et l'on a alors 



' {uz)u-\-(iiz)c , 

5a= Ji. 



Admettons donc, pour l'instant, qu'il existe tiné fonc- 
tion de Riemann. Nous avons {voir G. Darboux, Théorie 
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des surfaces, t. II) 

5A= Jl, 

Ji = / auzdy — buz dx -\ — 1 



5n 



dz\ 



/f5. 



Supposons que le contour BG se compose de deux paral- 
lèles aux axes, BD et DG. 

Faisons sur ces droites les mêmes intégrations que sur ÂB 
et GA; il vient 

c 



Ji = 



(uz)c—{uz)ii 



(uz)it-'(uz)c 



6 -5 -f- — ) dx 



•1 



/- 



O 



X 



(^o,ro)A 

t 



B 



4- 



Si maintenant nous posions 

^^ 

^z -h -T- =^ o sur DC, 
ox 

dz 

a-s-4--T— =o sur BD, 
dy 



z = ï 



au point D(a?i, yi), 



ce qui reviendrait à regarder z comme l'adjointe de u (au 
lieu de u comme adjointe de z), nous aurions 



•A= "D, 



ou, pour préciser. 
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Donc nous pouvons échanger u el ^, à condîûon d'échan- 
ger les rôles de ar, y et x©, y^ : 

u(a7o, J^oî ^t y) est solution de Tadjointe; 

u(x, y\ Xq, yo) est solution de la primitive équation. 

La /onction de Riemann (*), sous ce rapport, est ana- 
logue à la fonction de Green. 

Nous le vérifions de suite sur un exemple. L'équation, 
identique à son adjointe 

s = oiz (a = const.), 
admet la solution 

dans laquelle 

t = {x — xo) (y -- yo). 

La symétrie est évidente. 

Si nous obtenons une fonction de Riemann, continue, 
nous prouverons aisément: i" que la solution vérifie l'équa- 
tion; 2^ que, si Ton s'approche de la frontière portant les 
données^ il J a continuité entre la solution et la donnée. 
Nous aurons fait la synthèse de la solution. 

Nous parvenons à ce but par les approximations suc- 
cessives de M. Picard. 



IL — Les approximations successives nE M. Picard. 

Nous posons d'abord le problème de trouver l'intégrale 
d'une équation linéaire hyperbolique étant données ses 
valeurs sur des parallèles aux axes, PQ, PR. Nous com- 



(*) Voir, sur ces questions : Hirmann, Œuvres, cl IIikmann-Werkr, 
Partielle DiJ/erentialgleichungen. — P. du Bois-Kkymond, Journal de 
Crelle, t. lOi. — G. Darboux, Leçons, t. II. (Nous suivons son exposi- 
tion.) 
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dz 



valeur donnée de -7- sur la courbe, if{y) la valeur donnée 



1 àz 
de — • 

Posons 

F(a7)= i ^{x)dx et G(y) = f ^(y)dy. 

La fonction F(^) -|- G(y) esl une première partie de la 
solution. C'est une fonction qui, ainsi que ses premières 
dérivées, prend les valeurs données sur RQ. Nous avons 
alors à trouver une fonction nulle sur RQ. Il suffit, pour 
cela, d'écrire le même système d'équations, en faisant les 
quadratures, non plus dans les rectangles p,- mais dans les 
triangles correspondants, formés par RQ et les parallèles 
aux axes issues de ($, 7^). 

Pour prouver la convergence absolue et uniforme de la 
série de fonctions obtenue, il suffit de majorer de la 
manière suivante : 

On remplace la fonction par une limite supérieure de 
son module et Ton augmente Taire de quadrature en rempla- 
çant le triangle de sommet {\^r{) par le rectangle p,- de 
même sommet. 

On passe alors à l'équation 

s=ap-^bq-i-cz-\- /(a?, y) 

(Note de M. Picard dans le Tome IV des Leçons de M. Dar- 
boux). Il est extrêmement intéressant de noter que des dif- 
ficultés plus grandes se présentent pour Téquation non 
linéaire. 

Pour le cas précédent, la méthode primitive de M. Picard 
{Journ. de Math, y 1890), méthode directe, conduisait 
à prendre des domaines assez petits. 

On restait dans un rectangle de base a, de hauteur ^ et 
l'on avait 



^i|<>I«P, 



dx 



< M % 



dzi 



<Ma. 



Il faJUît ju'>ir 

Le recuogle de^^iil ètw^, Jom\ ^xx^p y\^^\\\ 
C'est ce qui arrixe pour IVquAhoi^ 

Nous avons la chaîne 

4= l'^'^i/, *j,//f,//i;- >%, 



''rtftftff* *'* 



tiiaqae solution prend b VA\pnt /\ottttf''f^ tut hniiimu, im 
»«■. par nn chs^n^em^nf 4^, fon^t't^rtt. ffti'f tor^hlff t' , 'Ui i 






t - 7 






/PCtaïUji * .<««<*r t»t 



t 



.r--'-' ':?t. 



.'r *— -'t f'^i 1"*^"'* 



' . • 



///"'' ' fffffUj* ^ 
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M. Picard passe ensuite au cas où Ton donne z : 

f® Sur Taxe O^r; 2® sur la bissectrice y=z x. 

Par un changement de variables, on passe au cas où z 

est donné : i** sur Taxe Ox\ 2° sur une courbe située dans 

le premier quadrant. 

III. — Nouvelles applications des approximations 

SUCCESSIVES. 

Montrons une très notable extension des méthodes de 
M. Picard, due à M. Goursat. 

M. Goursat pose d'abord ce problème : 

1. Problème de M, Goursat, — Trouver une solution 
de 

nulle sur les droites 

y=^x, y = ^x (a>i). 

Ecrivons la solution générale 

F(a7,7)-f-cp(a7)-+-^>(j^) 
ou 

f du I /(w, f)ûfp-4-cp(a7)-+-iKjK); 
«/tt 

cp et <j>, arbitraires, seront déterminés par 

F (a?, ip)-i-cp(a7)-+-<Ka?)=o, ^(a;, aa?) -h<p(a7) -i-4'(a^) = o, 

^{%x) — «J;(a7)= F (a?, a?) — F (a?, aa?) = 7r(a?). 

Nous sommes ramené à un problème résolu, car on a 

it(a7) = (i - a)a:F;(a7, Ça?) (i < Ç < a), 
d'où 

|7r(a?)| <M(a — i)ar2, 

d'après les relations immédiates 

I F |< M avK, I Fi |< M^, | F;, |< M a:. 
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Nous avons 



+(->=i;K.^)' 



\^(x)\<Mx^ 



OL — I 



Mx« 



I — a' i-H a 



De même 



ç(a:r) — o(x) = F(a?, aa?) — F(aa?, aar) = ni(x)y 

|iri(ar)|<M(a — i)ar(aa7), 
Fig. aa. 




d'où 



l?(^)l<7 



M a 07* 



Finalement on a, pour la solution z, 



\^(^,:K)\<^^y 



Max^ Mx* 



I -h a i-H a 



Etudions les dérivées, en posant 






à/ 



i6S 



it'(a7) = X(xjX)-hY(x^ x) — X(a?,aar)— aY(a7, olx) 

= X(a?,a7) — X(a7, ao?)-!- Y(a7,37) — Y(ar,aa7)-f-(i — a) Y(a?,aa?). 

i« I X(ar, ar) — X(a?, aa?) | < M(a — i)Xy 

X contenant le signe / c'est immédiat. 



a* 



1(1 — a) Y(a7, ax) |< M (a — i)x. 
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3® Supposons la fonction / lipschilzienne, c'est-à-dire 

l/(^',y)-/(^,7)l<H|:r'-rr| + K|y-^'|, 



on a 



Y(x,ax) — Y{x,x)= I [f(UyOLx)—f{u,x)]du, 

le module est donc moindre que K(a — i)^;*. 
D'où 

I 7r'(ar) I < 2M(a — i)jr -H K(a — i)a7î. 



Or 



d'oij 



+'<-)=i;7'^'(5) 



a-Hi a*-t-3i-i-i 



^^(^.r) 



<Ma7H-H;'(^)|. 



De même 



I ''^i(^) I < 2Ma(a — 1)07-1- H a (a — i)j:*, 

? (^) < 1- -r-, y 



àx 



^i^.y) 



<Mjr-+-l?'(ar)|. 



2. iVow.ç pouvons maintenant intégrer 

dans le premier quadrant, f étant continu au voisinage 
dex'=y = z=^p=^q=^o^si l^on a 

\f(x,y,z\ p\q') — f{x.y,z,p,q)\ 
< H| y - z I -h K I /?'-/> I 4- L| ^'- ^ I, 

z étant nul pour y =z x e\ y = olx. 
Soit ^0=0, 
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M étant une limite supérieure de /lorsqu'on a 

d'après ce qui précède, 

\Zn\<Mkr^, |;,„|<MBr, |^„|<MCr, 

ceci en tout point du domaine défini par /•; A, B, G dépen- 
dent de a seul. 
Si la série 

converge, elle représentera lim^;,, 

n=:«e 



{^n— Zn-\ ) = f{x, 7, Zn-i . . .) 



d.v dy 

— /( ^» 7» '5/t-î • • . ) = fn-\ — //i-î. 

Si, dans le domaine, on a 

I Zn-K - Zn-t I < T, I pn-x ~ Pn-1 |< T, | qn-, - ^«-î l< T, 

il vient 



/«-i-/n-2|<(H-t-K^-L)T, 
z,, - «„«, |< A(H H- K -4- L)Tr', 
\Pn-pn-i |< B(H -t- K + L)Tr, 
5'«-^«-il<C(H-HK-hL)Tr. 



Ceci fixera r. Nous le prendrons tel que ces trois seconds 
membres soient moindres que XT, 

X<i. 

Soit alors N le plus grand des trois nombres 

MAr», MBr, MGr. 

Nous avons, en somme, 

et les mêmes relations pour | /?„ — p„_^ [, \qn — qn~\ |« 
Donc Zfi-i Pu-) 7/1 ont des limites pour n = ce. 
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Puis 



d* 



i^n — ^n—\) 



<(H4-K-+-L)NX«-î. 



Donc s,i a aussi une limite 

Limzn{x^ y) = (i)(a7, y) solution cherchée. 



n= « 



La solution est unique (voir le Mémoire de M. Goursat). 

3. Extensions, — Intégrale déterminée par 

z =z ff(x) sur la droite y = mx (m > o), 

z =1 roi(x) » y =z ntiX (/ni>o). 

Soit m» > m, posons 

mx = X . 



z = Z -hç 



m 
m — /ni 



?'(^;^)-'p^">' 



Z satisfait à une équation de même forme et s'annule 



, mi / 

pour y=x'^ y= — x . 



4. Intégrale nulle pour j^= a?, y = w(^), la courbe tù(x) 

Fig. 23. 

A 




ajant la forme de OMA. 

M. Goursat résout, pour cela, le problème fonctionnel 

(I) et Tc sont donnés, ^ est l'inconnue. 
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5. On donne 

z = F(iF) pour y r=z x^ 

z = ^{x) pour y = w(x). 

Nous prenons u tel que = o avec ces conditions, et 



nous posons 



^ = Z -f- u. 



6. Intégrale nulle pour y = (o(j?), y = w, (x). 

Fig. 24. 




Nous ramenons au deuxième cas, en posant 

(1)1 (â?) = X. 

Et nous passons enfin au cas de données non nulles, pour z^ 
sur ces deux arcs situés dans le premier quadrant. 

7. li faut bien remarquer que si les données sont portées 




par les courbes OP, OQ, situées dans deux quadrants dif- 

férents, on devra donner les données z, -^ sur l'une, 

soit OP; la donnée z seule sur l'autre, soit OQ; car la pre- 
mière donnée détermine z sur Oy. 



I 
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Alors dans le second quadrant, z est connu sur Oy 
et 0Q(*). On voit que nous avons résolu ici un problème 
autre que celui de Cauchy. Mais Cauchy avait ouvert la 
voie, par ses théorèmes généraux d'existence. 



IV. — L'équation des ondes génébàlisée. 

Prenons l'équation des ondes, à caractéristiques réelles, 
à 3 ou 4 variables. 

Après les travaux classiques de Poisson et Kirchhof, 
M. V. Volterra s'est nettement placé au point de vue de la 
méthode de Green-Riemann et il a obtenu une belle 
solution, qui a été complétée ensuite. 

1. Equation à trois variables 

d^ (^* d^ 

X( u) = 1 u = ¥(x, V, z), 

^ '' dx* ây^ ôz^ ^k-'^^^^;- 

La conormale N est la symétrique de la normale exté- 
rieure /i, par rapport au plan horizontal, et l'on a 

(G)jr[«A(V)-VA(«)]rfx=jr(«S-V^)rf.. 
(Intégrale de volume.) (Intégrale sur le contour. ) 

C'est immédiat, sauf qu'on n'avait pas remarqué autre- 
fois que le second membre contient des dérivées véri- 
tables, 

La surface S porte les données, m, -^; nous la coupons 



(^) E. Picard, Bull, des Sciences math., 1899; Soc. math, de France, 
1894. — E. GouRSAT, Ann. Fac. de Toulouse, 1* série, t. V et VI. — 
J. Hadamard, Soc. math, de France, t. XXVIII, XXXI, XXXII. Pour ce 
type de problèmes, M. Picard a résolu une nouvelle équation intégrale. 
Voir les Comptes rendus, 1907. 
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par UD cône caractéristique A, 

el Dous cherchons à obtenir la valeur de u, au sommet. 

II nous faut une adjointe V (ici l'adjointe est identique 
à l'équation) qui soit nulle sur le cône A, de sommet A, 

Fig. a6. 



Nous sommes alors certain que, s 



En plus, V(x, y, z) sera infinie sur l'axe vertical As'. 

Dans ces conditions, si l'on applique la formule fonda- 
mentale au volume marqué par des hachures, si u et -^ 
sont donnés sur S, la formule se réduira à une intégrale 
simple étendue de A en P égalée à un terme connu. 

Une inversion donnera u intégrale de A (u) ^Y{x,y^z). 
Montrons-le. 



2. Soit A: {x^,y^,z„), s 
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Cherchons une fonction V = f (6). On a 

V.,.„4£.y/(£)--.], 
V est bien nulle sur le cône A, cjui a pour équation 



r 



Soit r = e Téquation du cylindre vertical F, de rayon 
très petit. La formule (G) donne 

(W) (S-hT) 

(T) (T) 

Diaprés un raisonnement constant, on peut faire éva- 
nouir e et celte intégrale donnera donc zéro. 



Il reste l'intégrale 



'=//"(" ^)^"' 



(F 



r- dui = — ----—----—---——: r da dz. 



1 est indépendant de r = £. Faisons tendre e vers zéro et 
nous avons 

/^"^ ^ /*^* — 
. da I u{xo,yo, z) dz. 

Posons 



Nous avons 



OZq 



ÉQUATIONS DES TYPES HYPERBOLIQUE ET PARABOLIQUE. iy3 

3. Si la surface S n^est coupée qu'en un point par tout 
cône caractéristique ayant son sommet sur 2), on vérifie 
bien : i" que A(w) = o; 2" que u et ses dérivées prennent 
les valeurs données à la frontière (Synthèse, faite par l'au- 
teur). M. Hadamard a étudié Téquation analogue où les 
coefficients des dérivées secondes ne sont plus constants. 
MM. Tedone et Coulon ont fait diverses extensions très 
importantes de la méthode de M. Volterra (*). Celui-ci 
avait été précédé, à un point de vue différent, par Poisson, 
Kirchhof, Beltrami. 

La direction conormale, nous l'avons dit, donne immé- 
diatement celles des surfaces S sur lesquelles la donnée de u 
est seule nécessaire et suffisante. L'emploi des partie^finie 
permet d'intégrer l'équation plus générale, où le second 
membre contient des dérivées premières. C'est une nou- 
velle application des approximations successives. 

4. Equation à quatre variables : 

Le point de départ est identique. 
Ici 

471 / u{Xf^^y^,Zçsyt){t'-'h)dt 

Donc u(xq^ yQ^ Zq, t^) s'obtient par deux dérivations 
en tQ. 



(') V. Volterra, Acta mathematica, 1894. — O. Tedone, AnnalL di 
Matematica, 1898. — J. Coulon, Thèse, 1902 ( Hermann ). — J. Hadamard, 
Leçons, 1908 (Hermann); Ann. Ec. norm., 1905. — R. d'Adhémar, 
Comptes rendus, 1901 et 1902; Journ. de M, Jordan, 1904 et 1906; 
Rendiconti del Cire, di Palermo, 1905. — T. Levi-Civita, Nuovo 
Cimento, 1897. 
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Mais, en les effectuant, on s'aperçoit : i** qu'il ne se pré- 
sente pas Ae partie-finie; 2® que le résultat ne contient que 

les données u, -7— sur le bord de r hyper surf ace, sur l'in- 
tersection de la surface des données o(^, y^ z^ t)-=o avec 
le cône t — tQ = r. 

C'est un nouvel avertissement de la nécessité pressante 
de bien étudier les cas d^ applicabilité intégrale du théo- 
rème de Cauchy. 

L'étude des équations (B) est plus simple que celle des 
équations (A) (principe de Huygens). 



V. — Extension de la méthode de Riemann a des 

ÉQUATIONS d'ordre QUELCONQUE, A CARACTÉRISTIQUES 
RÉELLES. 

M. Holmgren (*) a fait une très belle application de la 
méthode de Riemann. Soit une équation du troisième 

Fig. 27. 




ordre dont les trois caractéristiques sont réelles et rame- 
nées, par un changement de variables, à être, à l'origine 



(I) 



dx = 0, dy = o, dy =z a{x, y) dx 

\dx dy I dx ày 

bwpw-^- ào2Po2 



bioPio 
Ciopio -f- CoiPoi ■+- dz 



= o. 



(*) Arkiv for Matematik, Stockholm, 1904. 
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L'adjointe est 

) o>j7* dy Ox ôy^ âx^ âx dy 

(i) < 

-+----r6otM — T-^io w— 3— Coi w-haa = o. 
cif^« dx dy 

(3) mF(z) — ^G(a)=— - -f- — -h -— ~, 

dx dy dx dy 

dx dy 

„ d« d^u d , d . 

Hj = — h 620", Kj = — -T-aa-+- 6oîM, 

_ (dz dz\ (d du\ , 

\ dar dy / \dy dx ] 

Soit une courbe rencontrée en un seul point par chaque 
caractéristique OA, OB, OC^. Pour tout contour fermé, 
on a 

d'après (3), z satisfaisant à (i) et w à (2). 
Le contour OCAO donne : 



.0 
Le contour OBCO donne : 



(4) r Md[x-hPo-PA-H r =0 



(5) f —^dx-\- r = o. 

Si Von peut avoir M nul sur OA, N nul sur OB et^t les 
intégrales suivant OC et CO se détruisent^ (4) et (5) 
donnent : 
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Si, sur AB, sont donnés z et ses dérivés d'ordre i et 2, 
Po est connu. 

Or ceci nous donne une équation du premier ordre 

^ -.- «(370, JKO) ^ - V(^0, W = Po, 

Z étant connu sur BA. 

Le problème sera résolu. Etudions ceci : 

I. Ha = o pour J7 = o^o. 

Ceci donne u{X(i^y) par une quadrature. 

II. H4 = o pour X = a?o, équation différentielle linéaire 
d'ordre i en -r — • 

OXq 

Donc nous pouvons annuler M. De même pour N. 

III. Il nous faut étudier l'intégrale u de (2), avec ces 
données imposées : 

u et -T — sur OB, 

OXq 

U et -7 — sur OA. 

ày^ 

Lemme de m. Holmgren. — Avec ces données, il existe 
une intégrale continue ainsi que ses dérivées premières 
dans l^ angle AOB; les dérivées secondes seront discon- 
tinues sur la caractéristique OC. 



Prenons le cas simple 

ou 

(P) 

(Y) 

V est connu sur Ox^ OG est caractéristique pour Téqua- 



d 
dx 


^"ày) 


âx ày ~~ 







dx ày 


= ^, 






dx 


àv 
ày ~" 
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tion (y). Donc, dans la région COB, nous avons une solu- 
tion (^4 de (y) ; ç est aussi connu sur Oy; donc, dans la région 
AOG, nous avons une solution ^2 de (y)- 

Sur OG, Vi = const. et V2 = const. 

En effet, soit 

<c— = T h a T- ( den vee en x, sur OG ) ; 

ox dx dy 



on a 



-.,= = -.,, 



Donc V, solution de (y)) égale à i^4 dans une région, à 
^2 dans l'autre, eut discontinu* 
Intégrons alors (jâ) 

U= I f V(^yri)didr,-h(f(x)-^^ijr). 

f et J^ sont déterminés par les données; û, j-» t- sont con- 
tinus, mais = {^ (Xy y) est discontinu. 

C'est le lemme de M. Holnigren. 

Pour le cas général, on mettrait un deuxième membre 

/(^,j-), dans (a) et (y). 

Puis on ferait des approximations successives. 
Nous admettons donc que (2) soit intégré. 

IV. Il reste à étudier les intégrales suivant OG qui a 
pour équation dy = a dx. 

Dans (M-^-t-) les dérivées secondes disparaissent. 

Donc cette partie de l'intégrale totale est nulle. 
N contient le terme 



d /du ^"\ _ ^ /^"\. 

âx\dx dy) dx\dx/* 



or -r- est continu sur OG. Donc, cette partie, aussi, est 



du 

dx 

nulle. 

.D'A. 12 
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Le problème est achevé, sauf que la (juestion A^ approxi- 
mations, dans le cas général, est très délicate et qu'il 
faudra constamment, ou bien se placer dans le domaine 
analytique, ou faire, sur toutes les dérivées des fonctions 
données, des hypothèses voisines de celle d'analjticité. 

Remarque. 

M. Burgatti et M. E.-E. Levi (^) passent ensuite au cas 
général : équations à deux variables, d'ordre n^ les n caracté- 
ristiques étant réelles et distinctes. 

Il faut remarquer que M. Oelassus (*) avait résolu le 
problème de Gauchy, les caractéristiques réelles se rédui- 
sant à une ou deux distinctes, pour l'équation à deux 
variables, d'ordre n. 

De nombreux travaux devraient encore être mentionnés, 
en particulier ceux de MM. Le Roux (*), Bianchi (*), 
Nicoletti (s). 

Nous ne pouvions donner ici que des aperçus (^). 



PROBLÈME D'INVERSION D ABEL. 
L'ÉQUATION INTÉGRALE DE M. VOLTERRA. 

On a, sur les équations aux dérivées partielles des types 
elliptique ou hyperbolique, des résultats très considé- 
rables, de sorte que certains sont déjà devenus classiques. 

Il n'en est pas de même pour le type parabolique. 



(*) Ace, dei Lincei, nov. 1906, et mars 1908. 

(■) Thèse {Ann. de l'Ec. Norm., 1895). 

(3) Thèse {Ann. de l'Ec. Norm., 1894). — Journal de M. Jordan, 
1898, 1900, 1903. 

(*) Ace, dei Lincei, 1896, et Leçons sur la Géométrie. 

(') Ace. dei Lincei, 1896. — Mem. Ace. di Napoli, 1896. 

(*) Voir : Les équations à caractéristiques réelles (collection Scien- 
tià), 1907. — I. Bendixson, Arkiv for Matematik, Bd. III. — A. Myller, 
Société des Sciences de Bucarest, 1908. 



ÉQUATIONS DES TYPES HYPERBOLIQUE ET PARABOLIQUE. I79 

On s'en rendra compte en lisant la Leçon de M. Vol- 
terra ('), où il fait une synthèse originale des principaux 
résultats acquis touchant Téquation 

d'^u du . 

-r-^ r- = / («î ')• 

dz^ dt J ^ ' ^ 

Mais il est très remarquable de voir que les équations 
intégrales paraissent devoir jouer, ici aussi, un rôle très 
considérable. (E. Holmgren, Arkiv for Matematik, 1906 
et 1907. — Voir aussi Eugenio-Elia Levi,-4cc. dei Lincei, 

Nous dirons donc un mol de V équation de M. Vol- 
terra (2) et du beau problème d^ inversion résolu par Abel, 
qui fut, là aussi, un grand précurseur. 

PROBLÈME d'inversion d'abEL. 

1. Faisons une remarque, due à Dirichlet, sur une inté- 
grale double étendue à Taire d'un triangle formé par Ojk> 
la première bissectrice, y ^=. x^ enfin par une parallèle 
à O^, y = a. 

Intégrons par tranches horizontales, puis par tranches 
verticales, nous avons 



a ^y ^a 



f dy j F(x,y)dx= dx j F{x,y)dy, 

2. Cela posé, voici l'énoncé du problème d'Abel : 

f est ^inconnue, g est donnée, et L'on a o < /i < i 
pour que l'intégrale ait un sens. Il faut avoir 

r^ f{x)dx __ 



(*) V. VoLTERRA, Leçons faites à Stockholm en 1906. — Poisson, 
Théorie de la chaleur, i835. — P. Appell, Journ. de Math., 1892. 
(En particulier, dans ce beau Mémoire, sont retrouvés des théorèmes 
d'Hermite sur des polynômes spéciaux.) 

(2) Ace. di Torino, 1896; Ace. dei Lincei, Roma, 1896. 
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La solution est aujourd'hui classique; on effectue sur les 
deux membres ro|)ération 



X 



dy 



— v^l-» 



{a— y) 



avec la remarque de Dirichlet. Grâce à la nature de la 
fonction F, on obtient de suite, k étant une constante, 

3. Le problème est résolu. On doit remarquer qu'on a à 

dériver une intégrale à élément infini et que, par suile, le 

résultat est immédiat par l'emploi de la notion de partie 

finie. Nous représenterons la partie finie d'une intégrale 

infinie par [ . 



dG_ 
da 





g{y) 


d 
da {a- 


I 

-yy- 


-.dy 


-r 


g{y) 


d 
dy {a- 


I 

-yy- 


-.dy 



r g(y) 1" r" ff'(y)dy 

L(«-^)'-"J» J„ {a-yy-" 

_^(o) r" g'iy)dy 

«'-" Jo (a-yy-"' 

I 

La solution n'est régulière, à l'origine, que si g est nul 
en ce point. 

l'équation intégrale de m. volterra. 

1. Il y a deux équations intégrales fondamentales : /est 
l'inconnue, F et ^ sont donnés : 

(El) f{x)^\f ¥{x,y)f{y)dy = g{x) (M. Fredholm), 
(EO f{x)^\f ¥{x,y)f{y)dy = g{x) (M. Volterra). 



(A) 
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La seconde se résout |)ardes approximations successives : 

r F(x,y) My)dy = g{x), 





Si les fonctions Y el g sont bornées, les approximations 
convergent, quel que soit X, et la solution est unique. 

La même méthode ne réussirait, pour la première équa- 
tion, que pour des valeurs assez petites de \. Comme 
d'ailleurs M. Fredholm a montré que la solution est méro- 
morphe par rapport à X, on obtient, par les approxima- 
tions, une sorte de limite inférieure du module du pôle X^ 
le plus voisin de l'origine. 

2, M. Picard a mis en évidence que les approximations 
successives simplifient les beaux travaux de M. Volterra. 
Suivons ce mode d'exposition. 

Dans (Ea) on posera 

f{x) =fo(x) H- X/,(a?) -h X2/î(^) -H. . ., 
d'où 



/o=^, /p(x)=-'f l^{x,y)fp-,(y)dy. 

Si l'on a 

|^(;r)|<M, |F(ar,^)|<N, 

on a de suite 

|//>(^)|<M^^— — , 

XL. 

d'où la convergence, quels que soient M, N, X. 

Il y a aussi unicité de solution, car, soit h{x) une solu- 
tions/lie de 

h{x)-^\f F(x,y)h(y)dy = o; 
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nous avons donc 

\hiy)\<v, 

d'où 

\h{x)\<\'k\ f NPdrx = |X|NP;r, 
on bien 

Revenons à Féqualion par itération, d'où 

\h{x)\<\l\^ f PN2^rf^ = |X|PiN»--. 

En général, 

, . , , rJ XN.r l/» 

quelque grand que soit /?, d'où 

h{x) ^ o. 

3. On peul étendre ce résultat. Supposons que la fonc- 
tion F devient infinie, mais est intégrable. On a Téqua- 
tion 

J(y)^\f ■(yzr^.=^(r) (o<n<i). 

Les approximations reviennent à poser 

/(y) =/oiy) + y^Aiy) -+- x^/^Cr) -^. ... 



•'■'^>=-/;l 



-''/^ix)dx 






On posera 



x=yt, h 






et Ton trouvera, M étant une limite supérieure du module 
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de £^ : 

■ l/l(r)l<>I*r*-^ 
|.A(r)l<M(6r*-")'i 

La convergence est assurée si Ton a 

|X|6^i-«<i. 

Donc, si y est assez petit, il y « "ï^® solution et elle est 
unique. (Même raisonnement par itération.) 

4. Il faut mentionner que le point de départ de M. Vol- 
terra a été, non point Téquation (E2), mais bien celle-ci : 

(V,) / G(x,y)f(x)dx = ^(y). 

Par dérivation en y, on retombe sur (Ej) si G(y^ y) ne 
s'annule pas (*). 

6. Passons à un cas plus général : 

Une intégration, suivie de dérivation, ramène encore à 
(E2), comme l'a montré M. Volterra. 

C'est très simple pour le cas, très général, où Ton a 



(») Si cette fonction s'annule, il faut, pour l'étude de ce problème, se 
reporter aux travaux suivants : V. Volterra, Annali di Matematica, 

\%Qn. E. HoLMQREN, Soc. royale des Sciences d'Upsal, 1900. — 

T. Lalesco, Thèse {Journ. de M. Jordan, 1908). Ce Mémoire est 
extrêmement intéressant. — Fot> aussi une courte Note de Tauteur, Con- 
grès de Itome, 1908. Notons que, dans sa Thèse, en 1894, M. Le Roux 
avait abordé ce genre de problèmes. 
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On emploie l'artifice d'Abel (*) : înlégialion avec la 
remarque de Dlrichlet, 

7 I ^p{^)/(^)dx I -. ^^. -^ ^ — = fonct. connue. 

Posant^ — x=i t(a — j?), nous remplaçons la variable^ 
par t et nous intégrons, d'où 

C'esl une équation (V,). 

Elle se ramène à (E2) si la fonction 

2^Gp(a,a)hp{a) 

ne s'annule pas. 

Or, cette fonction est, à un facteur constant près, 

2^p(a)Ap(a) = H(a, a). 
Donc, discussion encore si H(x^x) s^ annule. 



(^) M. Picard donne une autre solution, pour le cas où H (a, a) ne 
«^annule pas, dans les Comptes rendus en 1904. M. Burgatti a résolu 
un problème plus général {Ace. dei Lincci, igoS). 

On passe assez facilement au cas non linéaire (Lalesco), tandis qu'il 
n'en va pas de même pour l'équation de Fredholm. 



CHAPITRE VI. 

ÉNONCÉS DE PROBLÈMES. 



i. On donne l'équation 

x^jr' — ixy' — 4^ = xsinx -^ (a-^ bx^) co^x, 

Ëlablir, entre les constantes a, 6, une relation telle que 
rintégrale soit une fonction uniforme. 

2. F (a?) étant holomorphe au voisinage de l'origine, 
trouver une solution, holomorphe autour de Torigine, 
pour Téquation 

x^y-\- ^xy-\-y = F (a?). 

3. On donne 

X et X| sont fonctions de x seul, holomorphes à Torigine, 
et pour |a: I < a, on a 

|X|<M, |X,|<M. 

Dans quels champs, pour j? et pour y, peul-on affirmer 
l'existence d'une solution holomorphe? 

4. Étudier de même 



y = 



x^-Jry^-h 3' 



X eiy restant dans des cercles de rayon i , et de centres Xq, 
yo] Xq et jKo étant réels. 
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5. Soit 




(0 


d^y ^ dy 
dx^ dx 



une équation difFérentielle où /> et ^r sont des fonctions de 
la variables. On demande de trouver la relation qui doit 
exister entre ces coefficients p el q pour que l'équation (i) 
udmette deux intégrales linéairement distinctes y^ et y^ 
liées par la relation 

y\yi = i' 

Examiner le cas où l'on a 

I 

^ X 

Trouver le coefficient q et l'intégrale générale. 

6. Soit l'équation linéaire 

d'Y dy 

dont j^i et ^K2 représentent deux intégrales distinctes. Le 
rapport 

ri 

dépend de trois constantes arbitraires, puisqu'on peut rem- 
placer ^^ et jKa pfi'r des combinaisons linéaires. Il satisfait 
donc à une équation du troisième ordre. 
Former cette équation? 

On a quatre relations homogènes ea y^^ y^y -t-^> «-t-^* 

D'où 

ch d^z /d^zy 

dx dx^ \ dx^ / _ y ^ dp 

TdzY ~" ^^ ~ 2^ dx' 

7. On donne 

dy—f{x,y)dx^o. 
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Dans quel cas a-t-on un facteur intégrant de la forme 

X(x)Y(jr). 

8. Trouver une courbe plane passant par l'origine O des 
coordonnées et telle qu'on ait, en tout point M^ 

'la 
R étant le rayon de courbure, s l'arc OM, a une constante. 

9. Trouver une fonction analytique f{z)^ holomorphe 
à l'origine, nulle avec 5, et dont la partie réelle est 

x(i — x^ — y^) 



1 — i{x* — y*) -+- (x^-hy*y 



10. Calculer / V dx -\- Cldy le long d'un chemin AMB 

entourant l'origine. A a pour coordonnées i,o. B est le 
point X, Y, situé dans le premier quadrant. 

x^( x^-^ y^) — x^y 

= (x^-^y^)^ ' 

H. Déterminer les deux facteurs P(^) et Q(^) de telle 
façon que la fonction y^ représentée par la formule 

y = (x-a) f f(t)P{t)dt-\-(x-b) f /(t)q{t)dt, 
soit une intégale de l'équation difTérenlielle 

pour toutes les formes possibles de la fonction f{x), 

12. Soient R< et Ra les rayons de courbure principaux 
d'une surface de révolution S en un point M de cette sur- 



— I 
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face, R4 désignant le rayon de courbure correspondant au 
centre de courbure situé sur l*axe. On demande : 

1^ De former l'équation diSerentielle à laquelle doit 

satisfaire la méridienne de S pour que le rapport ■— soit 

égal à une fonction donnée de Tangle cp que i'ail avec l'axe 

le plan tangent au point M à la surface S; 

2*^ D'intégrer cette équation différentielle en supposant 

qu'on a 

Ri m 

Rj ~" coscp 

m étant une constante donnée. 
Cas où m = o, 

13. Intégrer le système suivant d'équations linéaires 
où \ désigne une constante : 

^ — (X-f- 1)^ — 23 -4- 2(1— X)m = o, 

-ji — h X^-h -5-i--2(X — i)a = o, 

du . 

-T — h Ky -f-C'iX — i)a = o. 

Examiner en particulier les deux cas où l'on a X = o 
et X = 2. 

14. Étudier la courbe 

a? = P cos dt — a cos p t^ 
y =■ ^ sina< 4- a sin ^i, 

z = ^ sin i- t, 

P 2 



Trouver le rayon de courbure, le rayon de torsion, le 
rayon de la sphère osculatrice. 

15. Calculer l'intégrale 

J =J[f(y)e'— my] dx + [/'(j.)e*- m\ dy 
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le long d'un chemin quelconque partant du point A sur Oy^ 
arrivant au point B sur Oy, limitant avec l'axe Oy une 
aire de grandeur constante K. 

16. Étudier la surface 

Le plan langent coupe la surface suivant deux coniques. 
Lignes de courbure. Lignes asymptotiques. 

17. Trouver une solution de 

{qy — z)* — x^p -hyq^= o 

contenant la droite 

y = z = IX. 

18. Trouver une solution de 

y 

z =• px -H qy -ha — 

X 

contenant la courbe 

z = o, x^-\- y^-h^axy = o\ 

Lignes asymptotiques. 

19. Trouver une solution de 

x{x'^-hy^)p-{- iy^{px -+- qy — z) = o 

contenant la courbe 

z = c, X'-hy^=K^, 

20. Trouver les surfaces de la forme 



<i) 



telles que la somme des projections sur Oz des deux 
rayons de courbure principaux varie proportionnellement 
au produit xy. 



• * j 

• * * ' j .■' , 
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Lignes asymplotiques. 

21. Inlégrer 

p^ — ipq -h 2g^ — 4« = o; 

solution contenant la courbe 

a? = o, z =^*. 

22. Trouver les surfaces dont les plans y = const. con- 
tiennent des lignes de courbure et qui, dans le plan yOzj 
se raccordent avec la surface 



x^ — ix^ — y*-+- z^ — X — 1 = 0. 



23. Intégrer 



px -h qy = z — X. 



Trouver les lignes asjmptotiques des solutions. Dans 
quel cas les projections de ces lignes sur xOy sont-elles 
orthogonales? 

24. Intégrer 

xy^p -i- x^y q = ^ ( x^ H- ^* ). 

Dans quel cas les caractéristiques sont-elles lignes asymp- 
totiques? 

Trouver, dans ce cas, les surfaces coupant orthogonale- 
ment les surfaces intégrales. 

25. On considère une sphère de rayon constant R dont 
le centre fx décrit une hélice S tracée sur un cylindre de 
rayon r. 

On demande de déterminer Tarête de rebroussement de 
la surface enveloppe de cette sphère. On montrera qu'elle 
se compose de deux courbes distinctes S, S' jouissant des 
propriétés suivantes : 

1° La sphère mobile a constamment un contact du 
second ordre avec les courbes S et S'; 
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2® Les tangentes aux courbes S, S' aux points M et M' 
qui correspondent à un point [jl de S sont perpendiculaires 
à la tangente en |ji à S, et, respectivement aussi, aux droites 
M^, M(,; 

3" La sphère de rayon R dont le centre décrit Tune ou 
l'autre des courbes S, S' a un contact du second ordre 
avec la courbe. 

Cas particulier où le rayon de la sphère mobile est celui 
de la sphère osculatrice à l'hélice. 

• 

26. Une surface rapportée à trois axes rectangulaires est 
représentée par l'équation (x^ -{- y^ -\- z'^ — a^)^= Sa-^xy; 
on demande : 

I** De trouver les deux systèmes de lignes de courbure; 

a® Pour un point arbitraire de la surface, de calculer les 
coordonnées des centres et les rayons de courbure princi- 
paux, qui correspondent à chacune des deux lignes de 
courbure passant par ce point; 

3" Si le point donné décrit une ligne de courbure, de 
démontrer que le centre de courbure correspondant est 
fixe; 

4** De déterminer le lieu de tous ces centres de courbure 
principaux. • 

27. On demande de calculer la valeur de l'intégrale cur- 
viligne 

X dy — y dx 



J (^ 



x-^ P7)''-4-(Y^H-Sjk)* 



prise, dans le sens positif, le long d'un contour fermé G 
comprenant l'origine à son intérieur; a, p, y, 8 sont quatre 
constantes, et Ton a 

ao — Py 7^ ^* 
28. Calculer l'intégrale double 



/ / ^^y^ v^i — a;3 — yi dx dy^ 



i è 
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étendue à la région du plan définie par les inégalités 

29. Sur une circonférence de rayon égal à n tracée 
dans le plan z et ayant l'origine comme centre, on prend 
nP points situés aux sommets d'un polygone régulier de 
nP côtés; l'un des sommets se trouve à l'intersection de la 
circonférence avec la partie positive de Taxe réel O^. 

Former une fonction univoque et holomorphe admettant 
pour zéros tous les points ainsi construits pour les diverses 
valeurs entières de /i, de /i = i à /i = 00. 

30. Soit une surface S, 

_^ dz _^^ 

^ ~^ àx^ dy 

Exprimer x^ y^ 5, /?, q^ en fonction de deux para- 
mètres a, p, de façon à vérifier les équations 



a) 


dz — p dx — q dy = 0, 


(î») 


z^px — qy = a, 


(3) 


y= ^x. 


(4) 


y?-4-p5r=a(a, P), 


u est donné. 


§ 


o' à^u 


.1 1 . 



Si -TT = o, et dans ce cas seulement, la surface est une 

courbe. 

Former, en a et p, l'équation différentielle des asympto- 
tiques. 

Lorsque u = AB + aB| -h B2, A dépend de a seul ; B, B| , 
B2 dépendent de p seul (les fonctions B sont données et A 
est arbitraire)^ la surface S vérifie une équation linéaire 

P, Q, R, sont fonctions de a?, y, z. 

Quelles sont Ifes caractéristiques de cette équation? 



* «^ • ..•^i 
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31. Soient O^, Oy, 0-3 trois axes rectangulaires et une 
surface S dont le plan tangent en un point M coupe Ox 
en P et Oy en Q. 

Trouver les surfaces S telles que les triangles OMP, 
OMQ aient même aire. 

Soit Y une caractéristique de l'une des équations obte- 
nues, autre que l'équation de ceilains cônes; on prend 
deux surfaces quelconques, Sq et S», coupées chacune en 
un seul point par une courbe y, et l'on prend un cylindre 
de courbes y, découpant des aires correspondantes (j© 
sur So et a-| sur S,, ce qui détermine une surface fermée. 
Calculer l'intégrale, étendue à celte surface, 



' -S.f(cr * ^) *. 



A étant la distance d'un point à Oj7, B étant la distance 
d'un point à Oy, a et ^ les angles de ces axes avec la nor- 
male à la surface. 

32. Démontrer que la constante d'Euler a pour expres- 
sion 

G= f" e-^( î -\dx. 



On écrira ~= / e''^^ dx 



J^/i= / -£ = / dy i e-y^dx 

Jl y Ji Jq 



33. Intégrale générale de 

dx* àx^ ùy^ ày^ ~~ 

V oir la théorie des caractéristiques, qui donne 

\ôx ày I \dx àyl~' ' 
D'A. i3 
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d'où la chaîne d'opérations 

dx dy ' 

^_^ = e 

dx ày ^' 

dz ^^ _ A 
ôx dy 

34. Étudier l'équation 

y = xy-\'f{x) v/i-i-y^. 

Y a-t-il une solution singulière? 
Cas particulier : f(^x) = a^ + 6. 

Note. — Rappelons que l'équation 

ne peut avoir une solution singulière (}ue si y et y' satis- 
font ^u système 

/=o, 

Soit P(^,jk) = o une telle courbe, c'est une singulière 

si -p n'est pas identiquement nul pour la valeur y de j?, 

tirée de P = o. 

Quand il n'y a pas de singulière, le résultant Q = o 

de y*= o, -p7 =0, donne une courbe sur laquelle y ne 

satisfait pas à Téquation différentielle et cette courbe est, 
en général, un lieu de points de rebroussement des solu- 
tions F (^, y, G) = o de l'équation (G. Darboux, BulL 
Sciences math., 1878; E. Picard, Traité, t. III). 
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35. Y a-l-îl une soliillon singulière pour Fëquation 

ax^y^-\- 2xy(y — ^a)y — 2^*(j^ — 2a) = o. 

36. Etant donné dans un plan P un axe Ox^ on demande 
de déterminer dans ce plan une courbe C, passant par le 
point O, telle que l'aire engendrée par la rotation d'un 
arc OM de cette courbe autour de Ox soit dans un rapport 
constant K avec Taire engendrée par la rotation de la tan- 
gente MT autour du même axe. 

(Examiner en particulier le cas où K = 2.. j 

Sur les équations linéaires. 

37. I" Rappel de deux formules. — Rappelons deux 
formules d'un emploi constant. La solution de 

y-f-P(ar)7-+-Q(iF) = o 

est 

-fpdxf r fpdx \ 

y z=z e *^ \c — I Q.e^ dx]. 



Si Ton connaît une solution y^ (x) de 

y-\-^y-^Qy = o, 



la solution est 



= ^\^'^^J éï^ ^ ^y- 



2'' Application. — Intégrer complètement les équa- 
tions différentielles des polynômes X„ de Legendre et des 
fonctions J„ de BesseL 

38. On considère l'équation aux différentielles totales 

où A, B, C, A4, B|, C, sont des fonctions des deux variables 
indépendantes x et y. 

On demande de former les conditions auxquelles doivent 
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satisfaire les fonctions A, B, C, A|, B|, C|, pour que l'équa- 
tion soit complètement intégrable. 

Ces conditions étant supposées satisfaites, expliquer 
comment on achèvera l'intégration de cette équation, si 
l'on connaît une ou plusieurs intégrales particulières. 

Exemple. — Etant donnée une famille de courbes F, 
représentées dans un système d'axes rectangulaires, par les 
deux équations 

(T) x^ — 22*= a, 5/3 — ox^z^-\- mx^z-\- ^z^=b^ 

si a et 6 sont des paramètres arbitraires et m un coefficient 
constant, on demande de déterminer ce coefficient m de 
façon que ces courbes F soient les trajectoires orthogonales 
d'une famille de surfaces, et de trouver cette famille de 
surfaces. 

39. Application de la fonction de Green. — i° Trouver, 
sous forme d'intégrale double (la fonction de Green figu- 
rant sous le signe), la solution, nulle sur le contour, de 
l'équation 

2** Démontrer que, un point (^, b) s'approchant du 
contour C, la solution u(a, b) tend vers la valeur donnée 
zéro. (C'est le seul point délicat.) 

40. Soit une courbe gauche C, dont les coordonnées ^, 
y, z sont des fonctions données de l'arc s. 

En chaque point l'on considère une sphère de rayon 
donné, r(5), ayant son centre sur C. 

Trouver l'équation différentielle des lignes de courbure 
de V enveloppe de ces sphères. 

Puis on prendra les cas suivants : 

I® La courbe C est plane; 

1^ r est constant; 
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3** /• est proportionnel à z. 

{Voir le paragraphe « Hjpergéométrie » de ce Livre; 
s'inspirer de ce qui est fait là. En parliculier l'enveloppe 
sera définie par s et l'angle 6.) 

41. On considère les courbes gauches telles qu'on ait 

X dy — y dx = a ds, 

a est une constante, s l'arc de courbe. 

Montrer que les normales principales de ces courbes ren- 
contrent l'axe Oz. 

Trouver les surfaces dont ces courbes sont les lignes de 
plus grande pente par rapport au plan xOy^ 

42. Étudier les caractéristiques de 

Elles sont dans des plans qui coupent orthogonaleinent les 
surfaces intégrales. Trouver leurs développées. 
Lignes de courbure des intégrales? 

43. Soit une surface 



X = ucosv, y =i usinVj z = clv -h\J{u). 

Déterminer U de façon que l'une des familles d'asympto- 

tiques soit formée par les trajectoires orthogonales des 

courbes 

u = const. 

Pour cette forme de U, trouver une caténoïde applicable 
sur la surface. 

[L'aljsséide ou caténoïde est la surface de révolution 



= - («^ -h e ^). 



r 

2 



C'est la seule surface minima de révolution.] 
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44. ^ désignant la partie /-^'e/Ze d'un nombre complexe, 
i et 2^ deux variables liées par la relation 

la surface suivante est minima 

(J. Hadamard, BulL Se, math. y 1902.) 

45. Soit la surface 

Trouver les trajectoires orthogonales des générât riees? 
Former Téquation des asymptotiques. 
Intégrer lorsqu'on a 

^ = a cos u -\- b sïnu 

(a et b sont constants). 

Dans ce cas, peut-on déterminer f de sorte que les 
asjmptotiques aient pour projection sur le plan xOy des 
eercles passant par l'origine? 

46. On donne la partie réelle P(^, y) d'une fonc- 
tion f{z). Montrer que f{z) s'obtient à l'aide de la fonc- 
tion ^, si l'on a posé 

Zq étant conjugué de z. (R. Alezais, Noui^. Ann,, 1907.) 

47. Soit une surface telle que, sur une ligne asympto- 
ligue, on ait 
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S étant Tare d'asjmptotique, r la distance d^un point de 
Tasymptotique à un point Jixe^ G une constante. 

Celte surface est de réiolutiony ou bien elle est un cône. 
(G. TziTzÉicA, T. Lalesco, jVouv. Ann., 1907.) 

48. Lignes asvmptotiques de la surface lieu du milieu des 
cordes de la courbe 

(J. DE Vries, Nouv, Ann,, 1907.) 

49. Note. — I. Les diamètres conjugués de V Indicatrice 
de Diipin fournissent les lignes conjuguées sur une sur- 
face. Uune de ces lignes a pour tangente l'intersection de 
deux plans tangents dont les points de contact sont infi- 
niment voisins sur Vautre. Soient rf et 8 deux direcliokns 
conjuguées; la même voie qui a donné 



donne 



^cd^x (p. 3), 



^cd{^x), 

d'où 

\>duùu-\- D'{du op -h dv 8m) -h D' dv op = o. 

Si les lignes w=const., i^ = const. sont conjuguées, on a 

D'=o. 

{Voir le théorème de M. Koenigs, G. Darboux, Leçons y 
t. l, p. 1 12.) 

IL Surface minima. — La somme des rayons de cour- 
bure principaux est nulle, l'indicatrice est partout une 
hyperbole équilatère 

{l-\- q^)r --ipqs -h(i-hp^)t = o. 

Nous rappelons que, la surface étant rapportée à son plan 
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tang^enl, 

l'indicatrice est 

50. Soient deux fonctions X(a:) et V(i^). Les déterminer 
de façon que les courbes 

vx == const., = const. 

I — vx 

forment un réseau conjugué sur la surface E, enveloppe de 

Z -h i'J^ = (P — iF)( V— X') — 2(V -h X). 

Lignes asymptotiques? 

ôl. Prendre un chemin d'intégration L tel que 

soit une solution de l'équation différentielle 

52. Étudier l'équation aux dérivées partielles 
ayant posé 

.r' -I- V* -h I 
u =px -h qy — Zj v = ^ • 

Former l'équation des caractéristiques dans leur plan. 

53. Soit a un paramètre et soit une famille de courbes : 

on suppose que, pour chaque valeur de a, les équations (i), 
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(2), (3)oQt une solution commune (Ç, yj); 

Démontrer que, dans ces conditions : 

I® Ou bien le point (i, r^) est Jixe; 

2® Ou bien la courbe (i) a, en ce point, un contact du 
second ordre avec son enveloppe. 

Trouver la condition telle que la seconde circonstance ait 
lieu. 

Même problème avec une famille de surfaces : 

les équations (i), (2), (3) ayant une solution commune : 
une courbe. 



NOTE BIBLIOGRAPHIQUE. 

Notre Bibliographie est très incomplète. 

Réparons ici quelques omissions : 

(Nous indiquons surtout des Mémoires trop récents pour 
avoir trouvé place dans V E ncyclopédie m,athématique en 
cours de publication.) 

I® IifTROoucTiON (p. 19). — M. LiNDELÔF {Joumal dc 
M. Jordan, 1894) a complété, sur un point, la théorie de 
M. Picard. Soit un système d^équations différentielles 

dx * ' ' \j =1, 2, ...,/i/ 

n 

|F/.(a:,^,) - FA(a:, Y,)|<2k.-|^,— Y,|. 

1 

. (Condition Cauchy-Lipschitz.) 
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On obtient un nombre p", à comparer à p', 

o'=gC(i + ^); K = Ki-f-K, + ...-f-K„. 

(Voir E. CoTTON, Acta mathematica, t. XXXI.) 

2° Chapitre IV. — Pour Téquation de Fredholm nous 
devons encore citer les travaux de MM. Goursat, Lebesguk, 
RiESz, Bateman, de M"** Lebeueff, de MM. Kellogg, 
Weyl,Hellinger, Hilb, Lauricella, AjvnRAE, BoGGio, etc., 
et une Note des Comptes rendus, de M. Sanielevici 
(juin 1908), conclusion des travaux de MM. H. Weber, 
Schwartz, Poincaré, Picard, sur la vibration des mem- 
branes. 

Pour le problème deDirichlet el les questions connexes, 
nous devons citer : 

C. Neumann, Procédé de la moyenne arithmétique 
{Untersuchungen ûber das Potential, Leipzig, 1877). 

H. PoiNCARÉ, Méthode du balayage et travaux sur la 
Méthode de Neumann {Le Potentiel, 1899). 

A. Schwartz, Procédé alterné. — Représentation 
conforme ÇWerke, 1890). 

D. Hilbert, Méthode des variations. 

Travaux de MM. Picard, Rorn, Stecklof, Liapoujvof, 
Lindeberg, Robin, Ernst Neumann, Zaremba, Le Roy, 

KiRCHHOF, LeBESGUE, BePPO-LeVI, FuBlNI, CtC. 

Voir les livres de MM. Harnack, Picard, Pockels, 
BôcHER, RiEMANN, F. Klein, Rorn, où Ton trouvera des 
indications sur les travaux anciens de Laplace, Gauss, 
Green, W. Thomson, Lamé, etc. 

Citons aussi les travaux, sur les fonctions polj'harmo- 
niques, de MM. Levi-Civita, Almansi, Lauricella, Boggio 
{Ace. dei Lincei, di Torino; R. Ist. Veneto; Annali di 
Mat.). — Sur les problèmes de Vélasticité, résolus par les 
équations intégrales, nous devons citer : I. Fredholm 
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{ArkiO for Mat,, igoS) et G. Lauricella (/?. Ace, dei 
Lincei, 1906 et 1907). 

Faisons enfin une observation, relativement aux pro- 
blèmes de Dirichlet et Neumann(p. i34 et i35). 

Pour le Problème de Dirichlet, extérieur, dans le plan, 
il j a une condition de possibilité. — Dans l'espace, il 
n'y a pas de condition, car l'on n'a qu'à ajouter une simple 
couche h la double couche, — Ceci se reflète parfaite- 
ment dans l'étude de l'Équation de Fredholm correspon- 
dante. 

Voir, sur ces questions : H. Poincaré, Le Potentiel 
newtonien (p. 290, et 809). — J. Plemelj, Mémoires 
cités. — G. Lauricella, Annali di Matematica et Nuovo 
Cimento, 1907. M. Plemelj rattache à l'équation de 
Fredholm les fonctions fondamentales (H. Poijvcaré, 
p. 353). 

3° Chapitre V. — Sur l'équation du type hyperbolique 
à n variables, M. Hadamard vient de publier un important 
Mémoire (Acta mathematica, t. XXXI). 

Je dois signaler une omission qui me concerne, due sans 
doute à ce que ce Mémoire a été écrit longtemps avant 
d'être imprimé : page 36o, M. Hadamard signale comme 
très difficile, et n'ayant pas été fait encore, certain calcul 
de dérivées secondes que j'ai donné, de façon inattaquable, 
dans le Journal de M, Jordan, en 1906. 

Relativement aux travaux de M. Goursat parles approxi- 
mations successives, sur les équations du type hyperbo- 
lique à deux variables, je dois signaler que certains d'entre 
eux ont été repris par M. E. Picard {Comptes rendus, 
1907). M. Picard résout une équation intégrale nouvelle 
(du type Volterra), Puis, M. A. Myller a encore repris la 
question (art. cité et Comptes rendus, juillet 1908). 
Pour les équations du type parabolique, voir : Fourier, 
Œuvres, 2 vol.; et Poincaré, Propagation de la chaleur, 
i vol. 
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Pour les problèmes de la Physique : 

P. DuHEM, Leçons j 2 vol. (Hermann, 1891). 

Nous renvoyons enfin aux excellents articles de VEncy- 
clopédie (t. II), de //. Burkhardt et F, Meyer, de A. 
Sommerfeld, de S, Pincherle. 



ERRATA. 



Page 4o, dernière ligne, lire : 



Page [i3, paragraphe 5, il faut ajouter que les points i et e sont 
symétriques par rapport à Sq. 

Page ii5, ligne 9, lire : 

a? = ± A /3 . 

Page 116, formule (2) [comme page m, formule (7)], il est 
entendu que n est la normale intérieure à l'aire d'intégration. 

Page i34y dans toutes les formules, remplacer Tangle 4* P^i* 
«0 = Tc — ij; (voir figure i4). 

Page 160, ligne 6, au lieu de : 

PQ et QR, 
lire : 

PQ et PR. 



FIN. 
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